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Uebersetzangsrecht vorbehalten. 



Vorwort zur ersten Aullage. 



Mehrseitig, sowohl mündlich, brieflieh; als auch öffentlich 
dazu aufgefordert, übergebe ich hiemit dem Publicum die von 
mir verlangte Einleftung in die Infinitesimal-Rechnung. 

Wie der Titel besagt, ist diese Arbeit ftlr An&nger und 
zum Selbstunterricht bestimmt und, wie ich es für^ angemessen 
hielt, auf die Theorie der Reihen gegründet, weil diese ältere 
Methode nicht .allein von den ersten Anftngem viel leichter 
zu fitssen ist, sondern auch natürlicher scheint. Ich folge hierin 
nicht allein meiner eigenen Ansicht, als vielmehr noch dem 
Urtheil eines Mannes, Hansen, der, wie er öfters bewiesen 
hat, das Newton'sche Riesenschwert, wie Whewell die 
Infinitesimal-Rechnung nennt, wohl zu heben und zu fuhren 
weiss. 

Cauchy's classisches Werk ist nicht für den Anfänger 
und zum Selbstunterricht^ sondern nur für Leser geschrieben, 
welche mit der Infinitesimal-Rechnung bereits schon vertraut 
sind. Um sich von der völligen Richtigkeit dieser Behauptung 
zu überzeugen, braucht man nur Cauchy's Werk: »yLefons 
de calcul differentiel et de calcul integral , r6dig6e8 par M. 
l'Abbd Moigno,*^ in die Hand zu nehmen. 

Hamburg, im Juni 1855. 

Lübsen, 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



l/ie auf dem Titelblatt erwähnte Verbesserung dieser 
neuen Auflage besteht hauptsächlich in der Ausmerzung der 
Druckfehler und die erwähnte Vermehrung in dem Versuch 
einer Metaphysik des unendlich Kleinen^ um der ursprüng- 
lichen Leibnitz'schen Infinitesimalmethode aufs Neue wieder 
Geltung und Eingang su verschaffen. Die sogenannte Grenz* 
methode ist jedoch unverändert beibehalten und es ist somit 
dem Leser ganz überlassen, für welche dies^ beiden Methoden 
er sich am meisten interessiren will. 



Altona; im November 1861. 



LübseiL 



Erster Theil. 



Differential - Kechnung. 



,Jcli sehe mit Bewandenmg und Erftauien die Fruchtbar- 
keit dioBer WisBeneoliAft. Nfteh weleker Seite ieh melBeii 
Blick richte, entdecke ich neue Anwendnagen derselben. 
Ich erkenne in ihr einen FortgaAg nnd eine Speculation, die 
in's Unendliche führt.** Hnyghens. 



Einleitung. 

L 

IVeine der mathematischen Wissenschaften hat den An- 
fängern so viele Schwierigkeiten und Bunkdheiten bereitet und 
so viele gelehrte Streitigkeiten über ihre Evidenz veranlasst; als 
die von den grossen Denkern Leibnitz und Newton erfun- 
dene Differential- und Integral-Rechnung^ oder, wie man beide 
auch wohl mit einem einzigen Namen zu benennen pflegt;. als 
die Analysis des Unendlichen (Infinitesimalrechnung), die höchsle 
und schönste der gesammten mathematischen Wissenschafiien; 
aber in der That auch die schwerste, sowohl zu lehren als zu 
lemeu; was schon daraus folgt, dass von zehn^ die sie studiren, 
kaum einer sie verstehen imd noch viel weniger sie selbst- 
ständig anwenden lernt. 

2, 

In der Einleitung zur Trigonometrie haben wir hervor- 
gehoben, welche Umstände diese Wissenschaft ang^egt; nämlich: 

Lfibsen, Inftnitesimal-Bechnnng. 5. Anfl. 1 
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das practische Bedür&isB, aus den in Zahlen gegebenen Elemen- 
ten eines Dreiecks die dadurch bestimmten möglichst genau 
zu finden, was der construirenden Geometrie allein nicht mög- 
lich ist. Der pythagoräische Lehrsatz und die .Theorie über 
Aehnlichkeit der Dreiecke bilden offenbar das Fundament der 
Trigonometrie. Aber die Trigonometrie, obgleich auf jenem 
Fundamente sich stützend, bildet doch eine ganz besondere 
Wissenschaft fwc sich, durchaus verschieden von den beiden 
Wissenschaften der euklidischen Geometrie und Arithmetik, 
worin sie ihre Wurzeln hat Denn ein neuer Grundgedanke 
musste, wenn diese neue Wissenschaft entstehen sollte, durchaus 
erst gefasst werden, nämlich der der trigonometrischen Functio- 
nen, mithin auch ganz neue Begriffe, Zeichen und Kunstwörter 
gebildet werden. Daher auch — weil der Uebergang von der 
Geometrie zur Trigonometrie nicht allmählig, sondern gleich- 
sam durch einen Sprung geschieht — die anfängliche Fremd- 
artigkeit und Schwierigkeit, welche die Trigonometrie für den 
ersten Anfänger zu haben pflegt. 

3. 

Von der Trigonometrie zur hohem Geometrie fii^idet eben- 
falls kein allmähliger Uebergang Statt. Auch hier wird der 
Anfönger plötzlich in ein ganz fremdes Gebiet versetzt. Nur 
ein ganz neuer, von einem grossen Genie gefasster Grund- 
gedanke konnte diese neue Wissenschaft begründen. Die für 
den ersten Augenblick ganz unlogisch scheinende Vorstellung : 
die räumlichen Grössen arithmetisch (durch Zahlen) aufzufassen, 
muss den Anftnger sehr befremden. Hierzu kommen nun die 
neuen Begriffe von stetigen und unstetigen Functionen ver- 
änderlicher Grössen etc. 



£benso verhält es sich ntm mit der Infinitesimalrechnung. 
Wiederum ein neuer Grundgedanke hat diese neue Wissen- 
schaft hervorgerufen und es ist hier noch viel schwerer, sich 
mit den neuen Begriffen vertraut zu machen und sich an 
die neuen Zeichen und Kunstwörter zu gewöhnen. Dessen- 
ungeachtet wollen wir versuchen, den Leser, so wie in die 
vorhergehenden mathematischen Wissenschaften, auch in dieses 
neue Gebiet der Mathematik einzufuhren und ihn aUmählig 
an das neue Licht zu gewöhnen, welches in der ganzen Fülle, 



wie es aus den Häuptern der ersten Erfinder hervorbrach, ihn 
blenden würde. Bei diesem unaem Versuche müssen wir aber 
die analytische Geometrie und die Analysis lüs bekannt 
TorauBsetzen. 

5. 

Gleich nachdem Cartesiua (1596 — 1650) gezeigt hatte, 
wie die ebenen rftumlichen Gestalten durch Functionen zweier 
veräaderhchen GrÖBsen (Absciase und Ordinate) arithmetisch 
anfge£asBt werden können und imigekehrt, wenn eine solche 
Fonction g^eben wird, die darin enthaltene Gestalt darnach 
«onstruirt werden kann, muaate man auch sehr bald auf den 
sehr nahe liegenden Gedanken kommen: dass in einer solchen 
Function einer räumlichen Gröaae nothwendig auch achon alle 
Eigenschaften derselben enthalten, und dasa die Möglichkeit 
vorhanden sein müsse, diese Eigenschaften aus der Function 
selbst abzuleiten, z. B. die Lage und Grösse der Tangente, Kor- 
male etc. für einen bestimmten Punct; die Stellen, wo eine 
knunme Linie aich wendet, von Concavität in Convexität oder 
umgekehrt übergeht; die Puncte, wo die Ordinate ihr Maximum 
oder Minimum erreicht, femer die Länge und Fläche einer 
krummen Linie flir eine g^ebene Abscisse etc. 



Aber keines dieser Probleme konnte durch die gewöhnliche 
Algebra gelöst werden. Man tUhtte, dass dazu erat eine ganz 
neue Art Änalyais, die Ii 
müsse. Denn diese em 
erate: die Lage der dur 
BerUhrungslinie ans dei 
sind es grade, welche d 
veranlasst haben. Denn 
in der analytischen Geon 
BerUbrungslinien gezoge 
krumme Linien zweiten 
anwendbar ist, ist von selbst klar, 

7. 

Um nun zu zeigen, wie Leibnitz und Newton sich 
hier durch die Erfindung ihrer neuen Wisaenechaft, die Infini- 
tesimalrechnung, neue Bahn brachen und zugleich die alhnählige 



Entatebung dieser Wiflsenschaft, ihr Hervorkriecheii aus dem 

Ei, unverhüllt darzulegen und dadurch den AniHi^er an dem 

VergnQgen des Schaffens und Selbsterfindens Theil ndunen 

zu losBen, wollen wir, dei- geschichtlichen Eutwickehmg dieser 

WissenschafL folgend, das erste Problem vorlegen, welches sie, 

wie gesagt, veranlasst bat, nämlich das Problem der Tangenten- 

zieliujig, und sehen; aufweiche sinnreiche Weise zunächst 

dieses gelöst wurde. 

Sei deshalb: x* „ , , „ , . 
y='-^ 2j;» + 3ar + 5 

die Gleichung einer krummen Linie, der Bogen HM0 ein 
Stück derselben,*} und die Äu^abe: dnrch einen bestimmten, 
durch seine Coordinaten AP=ar, MP=y gegebenen Punct, M, 
eine BerührungsUnie an dieselbe zu ziehen, d. h. die Neigung 
(t) derselben gegen die Äbscisseutinie zu finden, woraus sich 
dann das Üebrige: Subtangente, Normale etc. ei^ebt, 

8. 

Versteht man nun wieder, wie in der analytischen Geometrie 
festgesetzt, unter Berühniagslinie im Puncte M diejenige Linie- 
TT', welche aus der durch denselben Punct M gedachten be- 
liebigen Secante SS' entsteht, wenn diese sich so weit um den 
Punct M dreht, bis der andere Durchschnitts-Punct N mit M 
zusammen^lt, so kann man auf folgende Weise die I^age der 
Tangente gegen die ÄbscisfienHnie oder den Winkel t sehr 
leicht aus der Gleichung finden. 

Die Lage der Tangente MT ist 
offenbar diu'ch die als gegeben ge- 
dachte Abscisse AV^x bestimmt,, 
weil, vermöge der gesonderten Glei- 
chung, durch eine bestimmte Abscisse 
AP^a; auch die zugehörige Ordinate 
MP^y bestimmt ist. 

Ich lasse nun die Abscisse AP = x 



*) Diese Linie iet, so wie ihre FunctioD, eine stetige. St«ht, wie' 
hier, die &bhäagig veränderliche Qt'iat (j/) auf einer Seite allein, so 
heisat die Function eine geionderte, im Gegensatze zu den Functionen, 
welche sich wegen der Schwierigkeiten der hShern Gleichungen nicht auf 
die abhängig veränderliche Grösse reduciren lassen und die man deshalb 
verwickelte Functionen nennt 



um ein Stück PQ=Aä*) (dessen Grösse nicht weiter be- 
stimmt zu werden braucht) wachsen (die Abscisse Xj also auch 
die Function y^ gleichsam fliessen)^ so gelange ich dadurch, 
indem ich in die vorliegende Gleichung: 



tV^ 



^ g -.2a?« + 3^H-5 (0 

«r + Aä? statt X setze, zu einem andern Punct N der krummen 
Linie, dessen Ordinate NQ=y-f-Ay ist (indem wir das 
Wachsthum von y, nämlich NR, mit Ay bezeichnen). **) Man 
hat also iUr den funct N die Gleichung 

^+Ay=^'^-"'^3^-'^— 2(^+A^)« + 3(a?+Aa?) + 5 

oder, entwickelt und nach steigenden Potenzen von A^' geordnet, 

^+Ay=^^-2a?»+3^+5)+(ct^4^+3).A.tH-(a?-2).AÄ?«+iAa?».ra) 

Um das Wachsthimi von y zu erhalten, welches offanbar 
von dem in (1) fiir x anzunehmenden bestimmten Werthe und 
von dem Zuwachs desselben, A^, abhängt, ziehen wir von 
diesem neuen Zustand der Function den alten ab, nämlich 
(1) von (2), so hat man 

Ay={x^—^x^Z) . Ax+{x—2) . Ax'^'H • Aä^ . . . . (a) 
Wären nun x und A^ gegeben, so könnte die dadurch 

bestimmte Differenz (Wachsthum) von ^, nämlich Ay, nach 

dieser Gleichung (3) berechnet werden. 

Ebenso ist einleuchtend, dass auch, beiderseits durch Ai^ 

dividirt, der sogenannte Differenz-Quotient, nämlich 

^=-r«— 4^-f-3 + (ar— 2). A^ + i. Aa?« (4) 

durch X und Ax völKg bestimmt und die trigonometrische 
Tangente des Winkels ist, welche die durch M, N gehende 
Secante 8S^ mit der Abscissenlinie macht. 



*) Man muBs sich diese Htilfsgrösse Ao?, welche nur als Mittel dient, 
die Rechnung enunfödeln und die aus derselben wieder herausfällt, nicht 
als zwei Factoren A und x^ sondern nur als einen einsigen Buchstaben 
(Zeichen) denken, deshalb kann man auch statt (Ao;)'^, (Aa;)^ etc. kurz 
Lx^, Aa;3 etc. schreiben. 

*^) Wir nehmen bei unserer Figur an, dass die Ordinate NQ grösser 
als MP ist. Im umgekehrten Fall wäre das Wachsthum (Increment) von 
y, nämlich ^^, negativ (ein Decrement). Man nennt aber A^, es möge 
positiy oder negativ sein, immer Wachsthum der Function. 



9. 

Man stelle sich nun vor: die Ordinate NQ=y+ Ay fliesse, 
parallel mit sich selbst; wieder zurück^ bis sie mit MP=y zu- 
sammenfallt ^ so wird zu gleicher Zeit die Grösse MR=Aa? 
(welche nur als Hülfsgrösse angenommen; um die Rechnung 
einzuleiten) immerfort abnehmen und zuletzt = werden. 
Während dieses geschieht^ dreht sich zugleich auch die Secante 
SS^ um den Punct M und fällt für A^=0 mit der Berührungs- 
linie TT^ zusammen. Der erwähnte Differenz - Quotient -r-^ 

d. h. die Reihe (4) verliert für diesen Fall (nämlich Aa:=0) 
alle in A*v multiplicirten Glieder und erhält den dadurch be- 
stimmten Grenzwerth: 

^=^2— 4.r+3 (5) 

und dieser Grenzwerth muss noth wendig die genaue trigono- 
metrische Tangente des Winkels z sein, welchen die Berüh- 
rungslinie TT^ mit der Abscissenlinie macht, nämlich 

tgr=a:* — 4^ + 8. 

Für a?=4 z. B. wäre tg t=3; fiir a;=2 ist tg t= — I ; 
für ^= — 2 ist tg T=15; für ^=1 und f\ir x=3 ist tgr=0. 
In den beiden letztern Fällen ist also auch x:=0 und die B^- 
rührungslinien laufen mit der Abscissenlinie parallel. 

Das in Gleichung (5) linker Hand stehende Zeichen ^ ist 
schon in der Analysis § 79 vorgekonunen und kann nicht 

befremdend sein. Jedenfalls ist klar, dass der Quotient ~ 

' ^ A« 

in (4), so lange Aa noch einen, wenn auch noch so kleinen 
angebbaren Werth hat, wohl näherungsweise, aber doch 
-nicht genau die trigonometrische Tangente des gesuchten Win- 
kels t geben kann, dass aber die Secante SS^ ndt der Tan- 
gentiallinie TT^ wirklich zusanamenf&llt, wenn wir in (4) 
Aa=0 setzen und dass dann, vermöge Gleichung (3), auch 
Ay««0 wird. 

Aus der gefundenen trigonometrischen Tangente des Win* 
kels T erhält man dann leicht die Subtangente, Subnormale etc. 
(Analyt. Geometrie § 44, 6.) 

10. 

Versuchen wir jetzt diese vorläufig auf einen besonderen 



Fall angewandte ' Methode der Tangenten zu verallgemeinern. 
Sei deshalb allgemein 

y=F(*) (.) 

irgend eine gesonderte und stetige Function und HO- ein 
Stück der ihr entsprechenden krummen Linie und die Lage 
der durch einen Punct, M, gedachten Berührungslinie zu be- 
stimmen. Sei AP = Ä die Abscisse und MP=y=F(;r) die 
Ordinate des Punctes M. 

Lassen wir die Abscisse x um PQ = A-^' wachsen, so wird 
auch y ein Wachsthum, NR= Ay, erhalten und wir haben 
dann, indem wir in (l) x+ Aä? statt a: setzen, für den neuen 
Zustand der Function 

y+ Ay=F (^4- Aä?) («) 

Nun wird sich gleich zeigen, dass uns die (eben deshalb 
vorausgeschickten) Lehren der Analysis Jiinreichende Mittel 
an die Hand geben, jede bestimmte Function einer zweithei- 
ligen Grösse F(a?-hA.i?) immer in eine Reihe zu entwickeln, 
wovon das erste Glied die ursprüngliche Function F (a) selbst 
ist und die folgenden Glieder nach ganzen positiven Po- 
tenzen des Increments A^ fortschreiten, so dass nämlich die 
Gleichung (2) sich verwandelt in: 

y + Ay=F(^)+p.A«+M.A^*4-N.Aa?*+...(3) 

und wo die Coefficieiiien p, M, N. . . .im Allgemeinen Func- 
tionen von a sind.*) 

Dass übrigens das erste Glied der Reihe die ursprüng- 
liche I\inction F(ä) selbst sein muss, könnte man schon mit 
Lagrange daraus schliessen, dass fiir A^ = der neue 
Zustand der Function auf den alten wieder zurückgehen muss. 
Setzt man nämlich in (3) Aä = 0, so ist auch Ay==0 und man 
erhält dann wieder die Gleichung (1), nämlich y=F (a;). Dies 
ist jedoch nur beiläufig bemerkt, indem die jedesmalige Mög- 
lichkeit der behaupteten Entwickelung von F(ä?+ Aa) sich ganz 
einfach aus den Lehren der Analysis ergiebt. Um aber Wie- 
derholungen zu vermeiden und, wie es in unserm Plan liegt, 
den Anfanger auf die Spiu' leiten zu können, den Beweis für 



*) In der Gleichung (2) § 8 ist z.B.p-=>x^'-4x+3'^ M=a;— 2; N=i. 
Es kann aber auch schon der Coefficient p ein^ constante Grosse sein. 
Dies ist jedoch nnr für die einzige einfache Gleichung y^^^ax (grade Linie) 
der Fall. Es ist nämlich y-\-^y'^a (a;-J- Aa;) »« oo: -J- a . Ao;, also hier p» a. 
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diese Behauptung selber zu finden^ nennen wir fiir den Augen- 
blick an, däss die obige Reihe (3), die den Umständen nach 
endlich oder unendlich sein kann^ Statt findet, indem es uns 
hier vorerst nur darum zu thun ist, einen neuen Begriff und 
dessen übliche Bezeichnung festzusetzen. 

11. 

Subtrahirt man die beiden Gleichungen 

y=F(^), 

von einander, d. h. den alten Zustand der Function F(^) von 
dem neuen F(ä + Aa'), so erhält man die sogen. Differenz 
(Wachsthum) der Function, nämlich 

Ay=p.AÄ?+M. Aä?*4-N. Aa?*+ 

Dividirt man beiderseits durch A^^ so erhält man das 
Verhältniss der Incremente A.r, Ay, den sogenannten Differenz 
Quotienten, nämlich 

4^=p+MA^+N A^* + 

Lässt man jetzt A^ immerfort abnehmen, so ändert sich 

Av 
auch fortwährend der Differenz - Quotient -j-- und erreicht 

A^ 
für A^=0 (indem dann rechter Hand alle Glieder in A^ 
verschwinden) den bestimmten von Aa* befreiten Grenzwerth p, 
welcher (im Allgemeinen) eine neue Function von a; ist und 
die trigonometrische Tangente des Winkels r ausdrückt, wel- 
chen die durch den Punct M (^, y) gedachte Berührungslinie 
mit der Abscissenachse macht, und den wir hinftü*o, Kürze 
halber, Berührungswinkel nennen wollen. Diese neue Function 
von ./•, nämlich p, welche offenbar durch die ursprüngliche 
(primitive) Function F(^) im Voraus bestinunt ist und auf 
die angegebene Weise daraus abgeleitet worden, nennt man 
deshalb auch wohl die abgeleitete (derivirte) und bezeichnet 
sie nach Lagrange's Vorgang, statt mit p, häufig auch mit 
F'(ä) (sprich: fonction prime .v, oder deutsch: Function ein w), 

12. 

Betrachten wir einmal wieder die Differenz der Function 
yssiY{x)y nämlich 



oder Ay=F'(a?) . A^ + MA^* + NA«* -♦- 

so wissen wir^ dass; insofern es das Problem der Bertthrungs* 
linie betriflft, von der ganzen nach Potenzen von A;r fortschrei- 
tenden Differenz der Function, y«>»F(x), das erste und nur 
das erste Q-lied p.Aa von Wichtigkeit ist und in Betracht 
kommt^ weil hieraus der Coefficient p oder das Grenzverhält- 

niss --^ fftr A«=0, sich von selbst ergiebt. 

Da nun aber (wie Leib nitz und Newton voraussahen) 
nicht bloss für das Problem der Berührungslinien, sondern 
auch bei vielen andern und viel wichtigeren Problemen, die 
Kenntniss des ersten Gliedes p.Aa=¥^(a),Aa! in der 
vollständigen Differenz einer Function von grosser Wichtigkeit 
ist, indem gerade dieses erste OKed zur Lösung dieser 
Probleme verhilft, so benennt man zur Abkilrzung des Vor- 
trags dieses erste Glied mit einem eigenen Kunstwort, man 
nennt es nämlich Differential der B\inction und so wie 
man die ganze Differenz derselben mit dem Zeichen A^ zu 
bezeichnen pflegt, so bezeichnet man, nach Leibnitzens Vor- 
gang, das erste Glied dieser Differenz p,Ax oder F'(/c). A«, 
nändich das Differential der Function y=F(aj) mit dem 
Zeichen dy^ so dass also dy^=p/\Ji^ oder, indem man der 
Symmetrie ludber auch da statt Aa setzt,*) 

dy=p,das. 

In diesem Differential führt nun der durch die ursprüng- 
liche i\inction, y=F(^), im Voraus bestimmte Factor von 
dx, nämlich p oder F'(a?) , drei verschiedene Namen. Weil er 
nämlich aus der ursprünglichen Function erst abgeleitet werden 
muss und, wie wir gesehen haben (im Allgemeinen), wieder 
eine Function von a ist, so nennt man ihn die derivirte 
(abgeleitete) Function. Zweitens heisst p oder F\a) auch der 
Differentialcoefficient, und drittens, weil aus dy^=sp,dx 

folgt, dass -^=^, so wird diese Function p oder F'(a?) auch 

Differentialquotient genannt**) 



*) So wie dy das Differential von y heisst, so nennt man auch dx 
das Differential von x. 

**) Das Differential der Function y^^{x)^ nämlich das erste Glied 
der vollständigen Differenz Ay =p . Aa;+MAa?^ + . . . ist offenbar nichts 
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13. 

Zu vorhergehendem § wollen wir noch ein Erläuterungs- 
Beispiel geben. In § 9 haben wir gesehen^ dass die krumme 
Linie, deren Gleichung 

ist, einen solchen Lauf hat, dass fiir die beiden Puncto, deren 
Abscissen ^=1 und ^=3, die Berührungslinien parallel mit 
der Abscissenachse laufen, denn von der dort gefundenen, 
Differenz 

Ay=(a^ — ix + 3).Ax+-(a—2).Ax^+i.Aa:^ 
ist das erste Glied oder Differential von y 

und also der Differentialquotient, d. i. die trigonometrische 
Tangente des Berührungswinkels t 

f- = a;^ — 4a:+d. 
da; 



aoders, als das Product aus dem Incremente (Ix der absolut yeränder- 
lichen Grösse x und der Derivirtea p oder F(a;) d. i. die trigonometrische 
Tangeute des Berühruugswiukols r uud mau sieht, dass die Grösse des 
Differentials dy^==p,dx'=F'(x) dx für einen bestimmten Werth von x so 
lange unbestimmt bleibt, als nicht auch die Grösse des Increments dx 
gegeben ist Diese Unbestimmtheit kann aber deshalb bleiben, weil wir 
niemals die absoluten Grössen der Differentiale dx, dy, sondern immer 
nur deren Verhältniss zu kenneu brauchen, nämlich den aus dy^p.dx 

folgenden Differentialquotienten ^«>bP=»F''(x), der durch x allein schon 
bestimmt ist und mit dem erwähnten Grenzwerth des Differenz- 
quotienten ~^ für ^^"=0, den wir Anfangs mit der unbestimmten Form ^ 

bezeichnen mussten, übereinstimmt. 

Dass man sich mit dem £inen Kunstwort „Deriyirte'^ und der La- 
grange' sehen Bezeichnung F'ix) nicht begnügt, was freilich möglich 
gewesen wäre, hat seinen Grund darin, dass durch Einffihrong des Be- 
griffs Differential und dessen Bezeichnung sowohl der Vortrag als 
die Zeichensprache viel bequemer wird. Weil nämlich die Differentiale 
dx^ dy, wenn auch unbestimmt gelassene, Grössen bedeuten, so kann 
man, was mit dem unbestimmten Grenzzeichen § nicht möglich sein 
würde, die Differentiale von einander trennen und arithmetische 

dfi 
Operationen damit vornehmen und z. B. statt —-»jp auch dysssp,dx, 

statt (^j =Fp2 auch ^«-2^2 oder rfy»=p2 j^j^ schreiben etc. 
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Wäre nun die Autgabe gegeben^ die Abscissen dexjenigen 
Puncte zu finden» in welchen die Berührungalinien mit der Ab- 
BciBsenachse parallel laufen^ so hat man offenbar nur die Werthe 
von a zu bestimmen , für welchen das Differential oder der 

Differentialquotient der Function ,y= _ — 2jr*4-3.r+5 Null 

wird. Attß 

folgt nun ^=2 + 1. Zur Beantwortung dieser Aufgabe war 
also wiederum nur die Kenntniss des ersten Gliedes der 
Differenz, d. i. des Differentials der gegebenen Function 
erforderlich. (Vergl. noch § 88 und 89.) 

14. 

NachdeQi wir nun den Nutzen des Differentials einer 
Function vorläufig erst durch ein paar der leichtem Beispiele 
erläutert haben, müssen wir jetzt, um die fernem, mannich- 
faltigen Anwendungen desselben zeigen zu können, erst die 
Regeln aufsuchen , nach welchen man von jeder besondern 
Function das Differential derselben leicht aufstellen kann. Die 
allgemeine Vorschrift, diese Regeln zu finden, fliesst, wie 
schon gesagt, aus den Lehren der Analysis. Wir müssen in 
jeder der fünf verschiedenen Functionen einer veränderlichen 
Grösse, nämlich in ;r", a*, ir, sin Xy cos a-*) allenthalben «+ Aar 
statt X setzen, dann nach den bekannten Regeln der Analysis 
nach Potenzen von A^ entwickeln, den alten Zustand von 
dem neuen abziehen und von der erhaltenen Differenz das erste 
in A.r multiplicirte Glied (das Differential der Function) als 
Differentialformel dem Gedächtniss einprägen, um dar- 
nach in jedem speciellen Fall das Differential gleich aus dem 
Gedächtniss hinschreiben zu können. 

Und hiemit glauben wir nun, was das Auffinden dieser 
Differentialformeln anbetrifft, dem Anfänger die Sache so nahe 
gerückt zu haben, dass er sich fast im Stande fühlen muss^ 
die im folgenden Buche gestellten und zuerst zu lösenden Auf- 
gaben selbstständig zu lösen. 

Anmerkung 1. Man merke sich ein fiir allemal, dass^ 



*) Aus den Differentialen dieser einfachen Functionen ergeben sich 
die aller übrigen noch so complicirten Functionen. 
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wenn mit einer Function einer veränderlichen Grösse eine 
constante Gröeae^ C; bloss als additives oder sub- 
tractives Glied verbunden ist; dann das Differential der 
Function von diesem constanten Gliede +G ganz unabhängig 
ist. Mit andern Worten: das Differential einer constanten 
Grösse ist = 0. Dies sieht man schon aus dem § 8 gegebenen 
Beispiele. Ob dort die Zahl 5 steht oder nicht, das ist für 
das Differential der Function gleichgültig. Ein solches con- 
stantes Glied + C kann auf die Gestalt oder Neigungen der 
Tangenten der entsprechenden krummen Linie keinen Einfluss 
haben^ indem die Hinzufugung oder Weglassung dieses con- 
stanten Gliedes +0, die Abscissenachse bloss tiefer oder höher 
schiebt. (Vergl. höhere Geometrie § 68.) 

Anmerkung 2. Bei der Entwickelung einer Function 
einer zweitheiligen Grösse F(a?+A^) in eine nach Potenzen 
von A^ fortschreitende Reihe brauchen wir uns bei der Ab- 
leitung der Differentialformeln um die Conveigenz der Seihen 
gar nicht zu bekümmern^ weil wir ja von der Differenz 
Ay =«|> . Aa? -h MA«^ + . . . immer nur das erste Glied, 
nämlich das sogenannte Differential dy^=^p.da beibehalten. 



Erstes Buch. 



AbleitnBg der DiffereBÜalfonieliL 



15. 

Aufgabe. Das Differential einer beliebigen Potenz einer 
veränderlichen Grösse zu finden. Es sei nämlich 

Auflösung. Verfahren wir nach der § 14 gegebenen all- 
gemeinen Regel, indem wir x + ^x statt x setzen, so hat man 

y + Ay=(.r+ A^)". 

Da der binomische Lehrsatz auch fiir jeden gebrochenen und 
negativen Exponenten gültig ist (§ 14, Anmerkung 2), so folgt 
(Analysis § 70) 

^4- Ay—^^+na?--!. A.r + ^^Y^^^-^ Aa;«+. , . , 

Ziehen wir den alten Zustand von dem neuen ab, so erhält 
man die Differenz der Function, nämlich 

Ay=w^"-i. AÄ + ^-^a;--2. Aä?« + . , , 

1 . ^ 

Mithin ist definitionsmässig das verlangte Differential: 

dy=nx^~^,dx. 
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In Worten: das Differential einer Potenz, a»», ist gleich dem 
Exponenten, multiplicirt mit der um eine Einheit niedrigeren 
Potenz und dx, 

Ist y=^ax^+Cy so ist: 

y + Ay=a Qc + A^)** +c, 

A.y=wcM?"~^ A^+MA^*+. . . 
dy = ncuv*^"^ . d^. 



16. 

Aufgabe. Man differentüre folgende Functionen, d. h. 
man schreibe nach der eben abgeleiteten Regel, die man im 
Oedächtniss behalten muss, ihre Differentiale hin. 

Es sei: Man hat: 

*^ 1. ^ = 40,5+3 1. dy = 20a;^.da: 

t 2. y = ^afi — l 2.%= 4^^.<i» 

// 3. y = ^a!~^*) 3. dy^= — ia^^^do! 



i^ 7. y==^— = öwr-4. . . 7. dy=^ — {ax-^dx 

^ yx 

t/ 8. y=-^ = a^-J. . . 8. dy^=^ — \ax'^,dx 

-^x 



3 



t/ 10. y = fy^2=|^| 10^ dy = ^;r-Ur 



*) Hier zeigt sich die grosse Wichigkeit der oegatlTen und gebro* 
«henen Exponenten und wie viel von einer glücklich gewählten Zeichen- 
sprache abhängt. 



y 
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17. 

Aufgabe. Das Differential der Exponentialfunction ^ zu 
finden, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. Sei 
nämlich 

Auflösung. Es ist hier: ^4- A2^ = «**^^* = e* . e^^ und 
wenn man e^^ in eine Reihe verwandelt (Analysis § 73), 

y+Ay=^(l + Aa?4-Y^ + ....) 

y + Ay«=c* + «*. Aa' + MAä?*4- 

Ay=^Aa?+MA^* +. . . 
dy:=^^ . dx. 

In Worten : das Differential der Exponentialgrösse eF ist wieder 
dieselbe Grösse^ multiplicirt mit dx. 

Ist y=a.e*+c, so ist dy=a^ .doß. 

Anmerkung. Hat man eine Exponentialgrösse von anderer 
BasiS; z. B. 

y = (fy 
so ist (Analysis § 75) 

y 4^ Ay = a*+^^=a^ . aA* ^ a^ ( 1 + Za . A.r + '^- -j— 2^-^-h . . . ) 

Ay5=a*Za. Aa?+MAA'^+. . . 
dy=a'la . dos. 

Für y = 3* ist rfy=3*Z3 . tii?=3*.-— ^-- — d^-. 

Ua404 All . . 

Für y=^e-^isi dy = — e-*da;, 

18. 

Aufgabe. Das Differential vom natürlichen Logarithmen 
einer veränderlichen Gt^össe zu finden. Es sei nämlich 

Auflösung. Man hat hier 
und, wenn man jetzt Zf l H ] in eine Reihe auflöst (Analysis § 7 7), 



♦) Algebra § 277, weil i»+Aa;=aj(l + ^). 



16 









Ay=— — MA^« + 

OS 

Ist y=^a,lx'\ji^ so ist dy^= — ,dx, 

Amnerkang. Hätte man vom Brigg Büschen Logarithmus 
einer veränderlichen Grösse^ log x^ das Differential zu nehmen^ 
so folgt aus 

y=log X 

indem man den natürlichen Logarithmen mit dem Moduhis des 
Briggs'schen M=»0;43429 multiplicirt^ dass (Anal7sis§78) 



ist; mithin ist 



y=log « = MZa?, 



dx 
^ X 



19. 



Aufgabe. Das Differential vom sinus eines veränderlichen 
BogenS; x^ zu finden. Es sei nämlich 



sm^. 



Auflösung. Man hat y + Ay = sin (^ + A^) , 

y+ Ay=sinarco8 A^j-f-cosÄJ.sinA^ 

und, wenn man statt cos A^ und sin A^ die entsprechenden 
Reihen setzt (Analysis § 80), 

. . . /, Ax^ . \ , /^ Ax» . \ 

y + Ay=smÄ(^l — __ --|-. . .J + cos/c(^Aa?— ^-y^-h...j, 

I 

y+ Ay«=«sinÄ4-cos. A^ r-^Ao?* — . . . . 

Ay=coBa:.Ax — MA^t?^ — . . . . 
dy=^coBx,dx, 

Ist ys=a. sin ^, so ist dy=a, cos x.dx. 
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2o: 

Auffabe. Das Differential vom Coqmus eines veränder- 
lichen Bogens^ x^ zu finden. Es sei nämlich 

^ = C08 X. ' * 

Auflöfiinf . Man hat 

y+Ay = cos (ar+Ac), i 

y4- Ay"=cosa?.co»A«' — siu,i?.»in A^; 

/ A-r * \ / Aä* \ 

y+ Ay=cosÄ(^l i-2- + - • •/•"^M,^*""r23+-> 

y+ Ay = cöB^ — sin^c. Aa? r-^ A^*+. . . 

Ay= — «in^. A^-^MA^^-f- 

dy== — ^mx,dx. 

Anmerkung. Wenn mit dem Wachs^i einer veränderlidien 
Grösse, Xy die daraus gebildete Function^ wie z. B. cos Xy cot Xy 
e~* etc. abnimmt^ so wird natürlich sowohl die Differenz Ay, 
als auch das Differential derselben dy immer negativ. 

21. 

Aufgabe. Das Differential einer Function zu finden, welche 
aus der algebraischen Summe zweier oder mehrerer der bisher 
betrachteten sogenannten einfachen Functionen {x^y c^y Ixy sin Xy 
cos^) besteht Es sei nämlich i 

y=F(^)+/(4?) + .... 
wo F {x)y f {x)y ..... eine der erwähnten einfachen Functionen 
bedeutet. 

Auflösung. Es ist zuerst 

y+ Ay«=F(^+ A.r)+/(^ + A^) + . . . . 

und da nun, wie im VorhergebÄnden gezeigt, jede dieser ein- 
fachen Functionen von .?;+ A^ sich in eine nach Potenzen von 
A« fortschreitende Reihe entwickeln lässt, so ist (§ 10, S) 

Y{x+ Ax)=F {£)-{- pAx + UAx^ + . . . . 
/(^-f A^)=/(^)4-p' A.r + M'AÄ«f. . . . 

• • • 

• • • ' 

• • • 

Mithin ist: 

yf Ay^'F{x)+f{x)+ . . . +fp+jp'4- . . .) Aa?-f(M+M'+. . .) A^^+. . . 

Ays=<P+it>'4-. . .) A^ + MiAä*+. • . 
rfy=(p+/>'+. . .)dx9mpdx-{'pdx+ . . . . 

Ltbsen, Infinitesimal-Becluiimg. 6. Aufl. 2 
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oder auch nach der Andern Schreibart: 

In Worten : Man muss das Differential von jedem Gliede be- 
sonders nehmen. 

Beispiel 1. Ist y==a^+€*, so ist 

dy «B* (nrtÄ"~*-+-«^) dx, 

Beispiel 2. Ist y=^-r 2ä^ + 3^+5, so ist 

dy=saa^da — iadx-i-^daf 
dy=^{x^ — 4a?-|-8)(ir, 

^===-P« — 4/r + S*). 
Beispiel 3. Ist y—2-^x—^ai^^^^l, d. i. 

Y vb 

y=2a;^ — |«?if + Sät^^ + 7^ so ist 
dy = (ä- i — fori — 1«~ 2) . (ir , 

dx ix ^^ 2y^s* 

Beispiel 4. Ist y = aJÄ+ fc.sinx + ö.cosÄr, so ist 

dy=a. — -4-ft.cosar.rfa: — c.fsivix,dxy 



dy a . ^ 
ax X 



22. 

▲ii%abe. Das Differential einer Function zu finden^ welche 
aus dem Producte zweier der einfachen Functionen a:", a^y Ix, 
sin Xy cos Xy welche i^ir mit F{x) und f(x) bezeichnen wollen, 
besteht. Es sei nämlich 

2,=F(*).y(ar). 



''') In der Folge werden wir manchmal (des kurzem Schreibens 
halber) statt des Differentials den Differenttalquotienten hinsehreiben. 



19 

AnflGBOBg. Man hat hier suent r 

y + Ay— P(a? + A;p)./(a?+AÄ). 

Jede dieser einfachen Functionen von ar+ A^ lässt «ich in eine 
Keihe von der erforderUchen Form auflösen. Es ist nämlich: 

y4-AjH!F(«)+;>A/r4-MAa?»-H. . .][/(«)+/ A^iH-M'Aä*+. . .] 

Führt man die Muitiplication aus^ indem man die in Eins zu- 
sammengefassten CoefiBdenten von A«*, Aa?', . . . mit M", 
W . . . beseidmet, so ist: 

3^4-Ay=F(^)./(ar)-|-y(/c).pAar + F(^)yAa? + M"Aap» + . . . 

Ay=y(^).p A^ + F(^)./A^4-M"Aar«-hN"AÄ»4-. . . . 
dy=ß^x) .pda+F{a).p'dx 

oder auch^ weil (§ 12) p=:F{x) und p'=/(a), so geschrieben: 

Da nun hier pda oder F*{x)da das Differential von F(a?) und 
pda: oder f{x)dx das Differential von f{x) ist^ so lautet die 
Regel: Das Differential eines Products zweier 
Functionen^ F{a),f{<x), ist gleich der Summe eines 
jeden Factors, mit dem Differential des andern 
multiplicirt. 

Bezeichnet man die beiden veränderlichen Factoren des 
Products, Kürze halber, mit P und Q und setzt also 

so ist %=Q.d(P) + P.rf(Q). 

Durch die Klammern oder ein^n Punct deutet man an, 
dass die Differentiale von den Functionen P und Q noch zu 
nehmen sind. So ist z. B. 

d(x**) oder rf.^=n^~^^. 

Beispiel 1. Ist y=a:".6*, so ist 

dy = d^ . na^^^ dx + x'^.^dxj oder 

dy=ze^ . a^"^ (n -f- ^)da:, 

dy 



dx 



= 6*ar"~^(w + Ä"). 



[y 
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Beispiel 2. Wenn y^s^aef^lÄj m ist 

a X 



^Ayrra^uF Ux'^—jdti. 



i/ 



Beispiel 3. Ist ^ = a8inj;.C08ar; so ist (g§ 19^ 20): 

— =cos4r.cos4?ti« — ^x.f&aadxi, 
a 

-ir^^CL (co8*x — 8in*ar) = a . cos 2^. 



23. 

Besteht ein Product aus mehr als zwei veränderlichen Fao- 
toren, so kann man es errt in «weizdrlegen; so ist z. B., wenn 
P, Q, R einfache Functionen von x bedeuten, und ivenn 

y^PQR„P.QJl/ 
tfy*=QR.rf(P) + P,d(QB). 

Nun ist aber (§ 22) rf(QR) — R.rf(Q) + Q.rf(R), folglich 

rf^ = QR.d(P) + PR.d(Q) + PQ.^(R). • 
1/ Beispiel. Wenn y==^"e*Z;c, so ist 

r 

dy 



dx 



ai^^^ {nlx-\'xlx'\' 1). 



24. 
Aufgabe. Das Differential von einem Quotienten oder Bruche 
- ; ^ zu finden, wenn sowohl Zähler als Nenner eine der ein- 
fachen Functionen o?**, a*, Ix^ sin Xy cos x ist. Es sei nämlich 

'-m ^'^ 

Auflösung. Da sich, wie gezeigt, alle diese einfachen 
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Functionen von x + A^ in Reihen von gesetzmässiger Form 
auflösen lassen, so ist zunächst*) 

_ F(^+A ^)_ F(ar)H-pA^+MAx«4- . .^. \ . 
^^'^^~>(x4-A^)~/'(A-)+/Af + M'A.r« + .. . ;• • • ^*^ 

und man sieht, dass dieser Quotient wiederum in eine gesetz- 
mässige Keihe entwickelt werden ki^nn, und es ist leicht, das 
hier nur erforderliche erste in Ax multiplicirte Glied zu er- 
halten. Man hat durch wirkliche Division**) 






*) Will man nicht 'die Differenz (Ay) der Function, sondern nur das 
Differential derselben {dy)^ warum e» uns eigentlich nur zu thun ist, so 
kann man dieses folge&dermässen viel körser erhalten. Aus obiger 
Gleichung (1) folgt y./(x)^F{xy, mithin (§ 22) 

f(x)dy+y,f{x)dx^F'{x)dx 

fix) . ¥\x)dx —¥{x). f(x)dx 



dy 



u(^)y 



**) Man kann hier das gesuchte Differential auch folgendermassen 
auf küAerem Wege finden, indem man erst den Differentialquotienten 
sucht. Subtrahirt man (1) von (2), so ist 

y, F(x)+pAx+MAx'+'^ . . FW 
^ A^FF?A?+5FAay*+. . .'. m 

oder, auf einerlei Nenner gebracht und durch A^ dividirt, 

Ay ^f(x).p'-F(x).p'+[/{x) .yL—F{x)Mf]Ax+..^, 
Ax [ fix}] ^ +f(x)p'Ax -h . . . . 

Da nun aus diesem DifferenzquotieQten der Differentialquotient her- 
Torgehty wenn man Aä^^o setzt, so ist der Differentialquotient offenbar 
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Mithin ist 

Ay-»^^. A*+M"A*« + . . . . 

Da nun pdx das Differential von F(j;) und pdx das Diffe- 
rential von f{x) ist, so lautet die Regel: Das Differential eines 
Quotienten ist gleich dem Nenner^ multiplicirt mit dem 
Differential des Zählers^ weniger dem Zähler, 
multiplicirt mit dem Differential des Nenners, divi-^ 
dirt durch das Quadrat des Nenners. • 

Bedeuten P und Q einfache Functionen von x und setzt man 



P 



so hat man kürzer: 



Q^dgpv-p^^Q^ 



Beispiel L 



Wenn y=:-— ^ ^ so ist 



x^ 



dy= 



(^) 



2 



^i— 1 ^« 

dy ^(jj — n) 

^ — — j^H^-- 



*) Es ist auch: y^e^.x-^y mitbin aach naefa § 22 

dy ^ e^jiß-^) 



^ 

\J Beispiel 2. 

Wenn y=*r-; »o ißt 



Ix.dx — X. — 



^y — TW* 

dy Ix — 1 



l/ Beispiel 3. 



Wenn y=£=— ^, so ist 

dy = -^ = — naar-^**^^' dxy 



dy <mi 

dx ~^^' 



i^ Beispiel 4. 



Wenn y = , so ist 

^ ^ cos AT 

dy cos X . c^la + o^sin x 

dx cos*« 



25. 

Aufgabe. DaÄ Differential von der Tangente eines ver- 
änderlichen Bogens, x^ zu finden. Es sei nämlich 

y=tgx. 

Auflösung. Man hat y= , und wenn man diesen 

•^ coso; 

Quotienten nach § 24 differentiirt; so ist 

, cos X . cos xdx — sin o: . ( — sin xdx) 
dy^= i — ' , 

^ cos'*^ 



(cos«^+8in »5) ^ 

*^ COS^ÄJ ' 

j dx 

dy = 



COS*«' 



*) Es ist auch y«=a.r->», mithin dy«» — naa;-(»*+i)da:. 
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26. 



Aufgabe. Das Differential von der Cotangente eines ver- 
änderlichen Bogens x zu finden. Es sei 

cos X 
Auflösung. Es ist auch y=-T— ^; daher (§ 24) 

sin X 

, sin ar . ( — sin^t^) — cos a?. cos xdx 
dy= :^ J^ - , 



sm*.r 



«7 at 



dx 



sin V 



27. 

Aufgabe. Das Differential vom Bogen eines veränder- 
lichen Sinus zu finden. Es sei nämlich ^, 

y=arc(sin=«^). j ^ a^^ ^ 
Auflösung. Weil x der sinus vom Bogen ^ ist; so hat 
man erst durch Umsetzung Ä=siny*) und hieraus 

dx^=iQO%y.dy^ 
j dx 
^ cosy 

und, weil sin y=x^ also cos y=yi — a?* (Trigon. § 100, 1.), 

, dx 

dy= 



yT— a:« 



28. 

Aufgabe. Das Differential zu finden von: 

y = arc'cos=^). v ^ oc^ -^ 

Auflösung. Es ist zuerst a: = cos y, mitnin 



*) Durch die UmformuDg einer Function wird das Verhältniss der 
veränderlichen Grössen, so wie auch das ihrer Incremente und Differen- 
tiale zu einander offenbar nicht geändert und deshalb ist die Umformung 
erlaubt. So folgt z. B. * 

aus: y^lx, dass a;s»6^ und 

dy^^ — ; dx '^ €^ dy mm X dy t 

sc 

dx x"* dx x' 



2& 



, dx 



smy 



und, weil cos y^^Xj mithm sin ^"«yi — x^j so ist auch 

, dx 

dy=—-j===.. 

^ Vi— ^« 



-l 



29. 

Aufgtfse. Man suche das Differential von 

y=arc(tg-^). y- -^"^ ^ 

Auflösung. Man hat hier ^ = tg^; daher (§ 25) 

dx= — ^: 

cos*?/' 

1 
aus tgy*=.r folgt co8*y=-— — j (Trigon. § 100, 6), mithin 

1 1 «IC 



, dx 



30. 

Aufgabe. Man suche das Differential ron 

y «« arc (cot=Ä:). ^y^ 

Auflösung. Aus d:=coty folgt (§ 26) dr«=" r-^ und, 

weil coty=a?, also sin^ye^T—r— ^, so ist 



dy 



(ic 



\+x 



.2* 



Sl. 

Sänuntfiche im Vorhergehenden gefundenen Differential- 
formeln sind also, übersidutlich zusammengestellt, folgende: 
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Wenn: so ist: 

1. y=:sa^ dy'='na^''^dx 

2. y=«* dysszd^dx 

3. y«=«a* (fymmtela.iia 

4. y^lx ^•^'^"i" 

5. y=logÄ dy=M. — 

7. y=P.Q <%r==Q.<flP+P.dQ 

o P . Q.dP— P.dQ 

8. ^=0- 'iy»- — Qi 

9. tf = Bin^ dy^=^C0Ba!djs 

10. y=co8a: dy= — Anada: 

dx 

11. yz=igx dy = 



cos*a: 



12. y=cotÄ <iy= : 



13, y=arcsin^ .... dy=^ 



sin*4? 
dx 



Vi— Ä* 
14. y=arcco8^ . . . . ^y*= — 



Vi— Ä* 

15. y— arctgÄ dy = .^^_— ^ 

16. v=arccotÄ .... ay = — t— i — -^ 

32. 

Mit vorstehenden Fundamentalformeln; die man^ wie die 
wichtigsten Formeln der Trigonometrie^ durch fleissige Ein- 
übung; wozu im Folgenden Gelegenheit gegeben wird; dem 
Gedächtniss wohl einprägen muss; sind wir nun im Stande, 
jede noch so complicirte Function zu differentüren. 

Wir nehmen zuerst eine Function von einer Function. Es 
sei nämlich allgemein 

y=zY{u) und m=/(ä), 

wo f{x) irgend eine der im vorigen § aufgestellten sechszehn 
Functionen der absolut veränderlichen Grösse x und F(tt) irgend 
eine dieser Functionen von u bedeutet, so dass also jetzt y 
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nicht immklelbary sondern durch eine Zwiftchenpröese^ u, aU 
Fonctlon von a g^eben ist Es nrt mithin u niobt eine mbeo- 
lut, sondern wie y eine abhängig veränderliche GrdtfM. Bedki 
man sich für x .^en bestimmten Werth gesetzt, so erhäk 
auch u und dadurch, zufolge der ersten (^eichung; auch y 
einen bestimmten Werth. 

Wollte man u eliminiren^ um y aJs unmittelbare Fdaction 
von a zu erhalten, so würde dies auf die -BeaeidnoAmg 
y»BF[/(jr)] f&hren.*) Um nun di^aUgemeiiieReg^l zu finden^ 
nach wdeher man auch eine Function von ei»^ Function 
differentüren kanaa/ lassen wir in den beiden Gleichungen 

yt*F(M) und'tt=./(«) 

die absolut veränderliche Grösse a um das Increment Ax 
wachsen, alsdann wird auch die unmittelbar von x abhängige 
Grösse u ein Wachsthum, Aw, und vermöge der Gleichung 
y=F(u) auch die unmittelbar davon i|.bbän^e Grösse^ ein 
Wachsthum, Ay, erhalten und wir haben dann 

^+At/=F{u+ Au) und u+ Au=^f{x+ Ax). 

Nun lässt sich, wie bei der Ableitung der § 31 aufgestell- 
ten Formeln bewiesen, J{x+Ax) in eine nach ganzen, posi- 
tiven Potenzen von Ax und ebenso F (u+ Au) (indem man 
einstweilen u als absolut veränderlich betrachtet) in eine nach 
ganzen, positiven Potenzen von Au fortschreitende I^eihe ent- 
wickeln. Man hat nämlich:**) 

u+Au =J(a + Ax) =/{x) +pAx + M A«* + 

Au'^pAx+MAx^^ (i) 

y-f Ay«=F(M-+- Au)=F(M)-f/Aw-f M'Aw^ + . . . 
Ay««/?'Aw-i-M'AM*-f- (2) 



*♦> 



*) Wäre z. B. y-«e« und u-ssgin x, so wäre ^—«sina;. Hätte man 
yssZu und t*=»xH+«*-J-8ina;+... so wäre y •-■•/(««+««+ sin aj+...) etc. 

^) Sei z. B. y=M* und «=■«*, so ist: 

u + Au ■■ (x + Aaj)*«= a:* -)- 2xAa? -}- Aä* 

Au ■« 2« A« + Ax* 
y + A2/ a= (u + Att)^ ■« tt^ + 3u*Au + 3u Au> + Au* 
Ay — 3u« . A«+ 3tf Am*+ Au» 
Ay— 3u*(2a;Aa?-f- Ax*)-f8tt(2aBAaf+Ax»)»+. .. . 
Ay«6u*.xAaj+M'Aaf»+. . . . 
Ay«-» Sx*. A«+M'Ax*+ ,... 
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Weil nun «bor Uf aho auch A« von a und Aa abhängig iat^ 
80 mÜBMn vir in (2) den Werdi von Au ans (t) snbstitnijren^ 
aladann iai: 

Ay=//>.AÄ+M".A**+N1AÄ«+.... 

Hier itt abo Ay dureh einQ Beihe ausgedrückt, cQe^ wie 
es smi muas, nach ganaen, poaUiven Potensen von Aa fort- 
sdireitet. Die CeefiKeienten py pj W* .... sind Functionen von 
X und « oder von st allein ,. weil vermöge der gesonderten 
Gleichung u'mif{*r)^ u durch m anagedrückt werden kann. Da 
nun das erste Glied ppA^ dieser Reil^^ der Erklärung gemäss^ 
das Differential von y in Bezug auf os ist, so haben wir 

d^^sezp\pda: 

Betrachten wir nun dieses geftindene Differential genau, 
so flQlt auf; dass der Factor pdx das Differential von der 
Function u^=f{x) ist, nämlich: 

da=pdx (s) 

und dass der andere Factor, p'y der Differentialcoefficient von 
Function y=aF(u) ist, sp nämlich, als wenn u, statt einer von 
X abhängigen, eine absolut veränderliche Grösse wäre. Denn 
betrachtet man sie, in formeller Hinsicht, als* solche, so folgt 
aus y=F(w) 

dy=p . du, , (4) 

Setzt man nun in (4) filr du seinen Werth aus (3), so ist, 
wie vorhin,*) 

di/^=p\pda;*^). 

33. 

Aus vorhergehendem § ergiebt sich also der wichtige Satz, 
dass die in § 3 1 aufgestellten sechszehn einfachen Differential- 
formeln ausreichen, um darnach eine jede noch so zusammen- 
gesetzte Function einer absolut veränderlichen Grosse, a^ oder 



*)'So folgt z. B. aus sf«9t£a und u*>^x\ dass du'^2xdx und dy=s 
Su*,dUj mithin wieder dy=aSu*,2xiix'»iax^€ix. . 

**) Oder auch, wenn y«-F[/(3;)]^ in anderer Sohreibart: 

dy^F'[f[x)].f\x)dx. 
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eine Function von einer Fimetmiy .V^^C/C^)]» *^ differen- 
türen. Man setse nämlich einstweilen u statty («) und difieren- 
tiire dann nur nach % ^1, ^:^F(te) und ii«*«/(;r), und substi- 
tuire in dy=F'(u)*du ftUr u und du ihre Werthe /(«) und 

84. 

Zur Einübung dieser B^l mögen folgende Beispiele 
dienen. 

■ 

Setzt man*) tf=e^f also ti=sinx, 

so ist dy^=el*^.da und €teas:ceB adxj 
mithin dy =€•***. cos ^da?. 

Aus y =>=««, also M=:cM:i + ft^* folgt 

di/ = e^.du und du=(|öWB~"4H-f&rr-i)da;, 

^ 3. y=y (1 + 2^ — 3««)*. 

Setze ^Bsui, nuthin US l + 2x — &«*, 
dy=\u^,du und rfM = (2 — 6^)dip, 
dy = ft (1 + 2^— 3^«)* (2 — 6a?) dx. 

/ \. ^■i«Z(flw;** + 6 cos.r). 
y=^luy also u = cM:"+ft cosx, 
Jy = — und du^=^{ana^^ — b %ma:)dxj 

, OfWJ"-^ — ^sin^r , 
oy = r^-T • dx. 



*) Bei einiger Aufmerksamkeit wird man solche Subsütationen selten 
zu Hülfe rufen und z. B. aus ^««e^« direet ableiten, dass €/y>->esin«. cos xdx 
ist. Auch für alle folgende Beispiele ist eine Substitution unnöthig. 






t 
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/ 5, ^«««am'f jTi 



' dy-^=i rh sin"***^;r . cos ada. 

1/6. y = arc sin y 1 — 2a, 
yawarc sin m; tt = (|.-*-2«)i, 

yi — M* 

(1 — 2a:yi.dx da 

^~ y2ä ** y2a?.yi — 2ai 



y 7. ysmr &rc COS 



r — ^ 



r — X 
yssr arc cosu; w = , 



i^Tx—x'^' 

dy = — an cos'^^oä? sin axdx, 

/ 9. y=Lco9^^ax. 
y=:lu'^ w = cos** aar**), 

dy =. — * du = — an cos**'"^a^ . sin ax.dx^ 

dy = — an tg ax,dx. 



*) Man hätte hier wieder wmz'i^ also «»=1 — 20; setzen können, 
woraus dann du^^z—idz und cTs«« — 2 ^ior, mithin </u»» — ^(\—2x)-i,2dx. 
**) Oder so: y^^lu; «4=^*». v^^cosax, 

dy^» — ; rftt=snr»»— *dü; dv^^ — Amax.adXj 

du^^n eoB^-^^ax . (— ^in ax) ctdx , 
dyBsi-^an tg axdo;. 
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y=±=;ti; ««asarctgwur, 

, du j mdx 

dy= — : au^s*-—^ — ^— r, 

, ' fnda 

^ (1 + m^x*) iLTC ig ma' 

^11. y==^yi+^.yi=^ (§ 22). 
rfy=(l— ^«)*.d(l+a?)* + (l+«)i.d(l— ^»)!, 

^^ (1— ar»)i 2^(1 + ai)i 
dx~2{l+a)'^ 3(1— ;r«)5' ^ 
rfy 3 — 4« — 7j?* 

^'^e(l + ar)4.(l-««)i* 

^ 12. y=p^ (8 24). 

da X + a 

rfo? 1 + ^ 

35a. 

*) Man kann in solchen und ähnlichen Fällen^ wie in den 
Beispielen 10 , 11 und 12^ sich das Differentüren manchmal 
erleichtern^ indem man erst die Logarithmen nimmt^ oder um- 
gekehrt^ auf die Zahlen übergeht. Beispiele: 

dy \.2xdx \.dx 

y~ i+^«"~l+^' 
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y(/4?"".6(l + j:) (!+««)' 

^yncarctgmj;,. 

■, mdx 

// 3. ^=i*. 

y -^ 

Um mechanische Gewandtheit niid'Sicherheit im Differentiiren 
zu erlangen^ möge . man noch die im folgenden Paragraphen 
stehend^i Beispiele berechnen und sich dabei erinnern, dass zwei 
Functionen, welche nur um ein constantes Glied verschieden 
sind, nothwekidig dneriei DifferentiiU haben, so folgt s. B. aus : 

1/ 1. y^=^- und »•B--^— 

, dx j dx 

1/ 2. ^=Zcosä; ^ = Zcos4? + sin*ar + cos*a?. 

cfy = — tg^.dir; rfy = — tgx.dx,^ 

f 

weil =1+-^ und 8in*a:4-cos*Ä?«=^l. 

1 — X 1 — x' 

35b. 
Aufgabe. Man setze t/=^ jeder der folgenden Functionen 
von X und bestimme dann die DifFerentialquotienten -^. 



33 



*^ 1. 


2ax^ya. 


/ 21. 


llx 


^2. 


i+' 


1/ 22. 


X 


KS. 


3 1 

(a + xY 


/^23. 
/^ 24. 


a 


K4. 


8in*,r 


l>^ 5. 


(a8_-p8)« 


y" 25. 


Ix.lcofix 


y^. 


a + b-^x 

^ X 


i^ 26. 


a.co&^x 



^ ^- ^i+^i ^ 27. 8in(a+6^) 

^; S. Yä^+x^ ^ 28. sin^a:— C0B*a? 



^11. -7=^== '^31. ^.sinm/r 

Vi— ^« 



^ 13. '"^ 



/^ 33. ig^mx 

^34. arcßinl/— ^— 

/^ 35. arc cos— 

a 



Va^—x^ 

U 15. Z(a + Ä;) 

[/ 16. iOr + y^älp^ Va«— o!« 

^' 37. arccot-— — 

^18. (Z/p)" ^ ^^- ^^ 2 



/^36. arctg 



1/ 19. Z 



a« 



/ 20. e^ ^40. ^'^'^ "° ' 

LÜbsen, Infinitosimal-Bccbniing. 5. Aufl. 3 
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Auflömuig. Man bat für 
quotienten der Reihe nach: 

1. ^a^x^ 
1 



die geforderten Differential- 



il>r- 






2. — 



2 



X 

3. ^+ ' 



5. — 4a? (a* — a'*) 

• ^-^x^x'^ 
Ix 

7. — 



8. 



9. 



dsin^ 



10. — 



4ä» 



11. 



12. 



3y(a*— ^*)^ 
cur 



^(y—x^Y 

,4 



a 



*— x' 



14. — 



1 



y(i^iv)y(i+^) 



8 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



1 



1 



ia^-V x^ 
n 

X 

X 

a« 



^ 



21. 



1 



^rZtii: 



22. ^,e 



23. 



«in*« 



/H*t -^ 



24. cot« 
Zcos« 



25. 



« 



— tgxlx 



26. — 4acoB*«Bin« 

277 6. cos (a 4- fr«) 

28. 2 sin 2« 

-^ tff « ^ cot« 
co3^« sin*« 

30. 

31. «*(sinm«+mcoswi«) 
2 



32. 



cos* 2« 



33 2m.tgf?t« 
cos*w« 



34. — 



35. — 



1 



36. 



37. 



38. 



39. 



2yr=::^ 
l_ 

Va«— «« 

1 



Vö«^«« 

a 

a*4-(l+«)* 
sin« 



ys.yi — cos« 

2 

Vx^ — a* 



>arc sin x 



40. -7= 



Vi—«« 




,f • 



Zweites Buch. 



Von den sueeessiyeii oder hohem Differentialen. Der 
Maelanrin'sehe und Taylor'sehe Lehrsatz. 



86. 

YV enn eine und dieselbe Function einer veränderlichen 
Grösse^ F{x\ durch zwei verschiedene Formen ausgedrückt 
ist, und welche beide Formen also fUr denselben Werth von x 
dasselbe Resultat geben^ oder doch, im Fall die eine Form 
eine unendliche^ nach ganssen^ positiven Potenzen von x 
fortschreitende Reihe ist^ für jeden Werth von x^ fär welche 
diese Reihe convergirt^ dasselbe Resultat geben^ so müssen 
natürlich auch die Differentiale und also auch die 
Differentialquotienten beider nur in der Form ver- 
schiedenen Functionen einander gleich sein. Ist z. B. 
F(«)5=(a-|-«)*, so ist auch in anderer Form ausgedrückt: 
F(4=a» + 3a«a:+3<M-*+ar8, mithin 

F(x)={a+xy=a^ + Za*x+ Zax^+x^. 

Differentürt man beide Formen; so ist nothwendig 

F\x)dx==3{a+xydx=(^a^+Qax-h3x*)dx 

und, indem man beiderseits durdi dx dividirt^. 

F(^) = 3 (a + ^)* =^ 3a« + ÖOÄ-h 3ä«. 

3* 
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Da nun der erhaltene Differentialquotient F'(^) wieder 
eine Function von x ist, so kann man diese neue Function 
Y*{x) wiederum wie gewöhnlich differentüren und erhält dann, 
nach jedesmaliger Division mit dxj den 2ten, 3ten Differential- 
quotienten der ursprünglichen Function F(^), woför Lagrange 
dieBezeichnimgF"(«);F'"(a?). . . eingeführt hat (sprich: Fonction 
seconde, tierce etc.; deutsch: Function zwei, drei etc.). Für 
obiges Beispiel ist nämlich: 

F"(a?) = 6 (a + d;) = 6a 4- 6a?, 
P"(a?) = 6, 
FV(a?) — 0. 



87. 

Die successive auf einander folgenden sogenannten höheren 

Differentialquotienten F'(a?), F"(a:) werden auch wohl die 

Iste, 2 te,... Abgeleitete (Derivirte) genannt. Wird einer von 
ihnen eine constante Grösse, so werden natürlich alle folgen- 
den = 0. Sei ein zweites Beispiel: 

^^ ^ ^1.2^1.2.3^ 

ff 

80 ist F'(^)=«« = H-«4--p^+j^4-.... 

F"(ar) = «* = l+«+— H — ^-4- .. 
Hier nimmt das Differentüren kein Ende. Sei noch: 
FW.=T-— ^"^+^ + ^^ 80 ist (§ 31, 8) 

F(^) (i_^^, =1+2^, 

F'Yr^ _ 2— 6a;+6a ;«— 2x» 

^ W (JZ^-p = 2, 

F"'(a:) = 0. 



1 



37 

Sei femer noch 



ar*. . x^ x"* 



F(a!)-=arctg«=d;— y+y— — H — (Analys. § 87.) 

= \ — 2x^ + 3ä* — 4^6 4- 



(1 + ^*) 



Es muss also fiir jedes x^ für welches die so abgdeiteten 
neuen Beihen (welche offenbar wieder die Gnüidfonn der Ana- 
lysis haben) convergent sind, der linker Hand stehende ge- 
schlossene Ausdruck ihre Summe sein, und man könnte also, 
was auch schon Moivre und Euler gethan, das successive 
Difierentiiren dazu benutzen, um unzäMige s^ummirbare Beihen 
sammt ihren Summen zu finden. Wir haben jedoch diese 
leichte Anwendung der Differentialrechnung hier nur beUäufig 
erwähnen wollen. . 



as. 

Ehe wir aber zu andern nützlichem Anwendungen über- 
gehen können, müssen wir uns zuvor noch ein paar andere 
übliche Bezeichnungen der hohem Differentialquotienten 
merken. 

Nehmen wir als specielles Beispiel an, es sei 

y=a^9 so ist 

doi 
Da hier der Differentialquotient -^ wieder eine Func- 
tion von X ist, so können ^vnr sie (ihn) wiederum wie gewöhn- 
lich differentüren und erhalten ftir den zweiten Differential- 
quotienten 



\dx) 



d 

\{LxJ 

dx 



Diese Bezeichnung ist aber sehr unbequem und würde es für 
die folgenden Differentiale und Differentialquotienten noch 
mehr werden. Sie ist deshalb nicht üblich. Man bezeichnet 

diesen zweiten Differentialquotienten kürzer mit j-^ so dass 

also für obiges Beispiel 

und wo also die an dem Differentialzeichen d stehende Zahl 2 
nichts anderes bedeutet, als dass die Function y^=sx^ zweimal 
nach einander differentiirt worden.**) 

Für den 3ten, 4ten Differentialquotienten hat man, 

in ähnlicher Bezeichnung 



*) Die älteste noch vorkommende Bezeichnung ist -^ 

**) Man kann sich diese Sache auch noch so zurecht legen: Das 
erste Differential von y=^x^ ist dy^^bas^^x. Lässt man hierin di^ 
absolut veränderliche Grösse x wieder um dasselbe constante Increment 
wachsen und setzt a?+A^ statt x, so wird auch dy ein Increment er- 
halten, welches man einstweilen mit ^dy bezeichnen mag, und wir 
haben dann 

jetzt den alten Zustand von diesem neuen subtrahirt: 

A^'y— 20a;». A«*+MA«'+. . . . 

und indem wir von dieser Differenz nur das erste Glied behalten und 
mit ddy oder d'^y oder kürzer mit d^ bezeichnen, so hat man für das 
zweite Differential, von y=a;* 

d«y— 20ä?».A»' oder 
dh/*^20x*.dx^, 

^-200:», 

indem wir der Symmetrie halber dx^ statt A^' schreiben. Dasselbe hat 
man offenbar kürzer, indem man das erste Differential dy^^bx* .dx 
nochmals differentiirt und dabei den Factor dx als constant betrachtet, 
nämlich: d*y=20x".daj*. Ferner d^y=^QOx*.dx^ etc.^ 

Es ist klar, dass durch eine gegebene Function, y^F(x)f nicht allein 
das erste, sondern auch alle höheren Differentiale (Differentialquotienten) 
vollkommen bestimmt sind. 
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Auch werden noch die auf einander folgenden Diffsrential- 
quotienten, Kürze halber^ manchmal mit den Buchstaben p^ q^ 
r . . , , bezeichnet^ so dass alsO; wenn allgemein 

ist, die drei yerschiedenen Bezeichnungen 

«lieselbe Bedeutung haben. 

39. 

Macdaurin^flohor Tiatriotii 

Die im Vorhergehenden gezeigte successive Differentiation 
l>rachte Maclaurin auf den nahe liegenden Gedanken, dadurch 
jede Function, F(a?), welche dazu geeignet ist, in eine gesetz- 
mässige Beihe zu verwandeli^« Um diese leichte Anwendung 
der Differentialrechnung zuerst an einem besondem Beispiel zu 
zeigen, möge F(4?)=sin(a+ft«) die Function «ein, wdqhe in 
eine nach ganzen, positiven Potenzen de^ verftnderlichen Bot 
gens a fortschreitende Beihe verwandelt werden so]L Wepn die 
geforderte Beihe existirt, so kann man sie, ßltgte Maclaurin;, 
von der fruchtbaren Methode der unbestimmten CoefBcienten 
profitirend, erst fingiren. Man setze also: 

(i) F(^) = sin(a+6ar)— A + BÄ+C^»+D^3+E;ir* + . . . . 

Sucht man jetzt, um A, B, C zu bestimmen, die auf 

einander folgenden Differentialquotienten, so hat man nach 
und nach 

(a) F(af) =»6.oos(a+M=B4-2Ca?+3Daj?+4EÄr^+.... 

(s) F%a) e=— ft«Bin(a + fta?)=2C4-2.3DH-3.4Ex»+'. • • • 
(4) F"(^)=— ft«cos(a + fc.t?) = 2.3D + 2.3.4Ea?+.. . 

(4) F^\x)=b^%ixiia + bai)^2.^,AE+' ; . .. 
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Setzen wir nun in sämmtlichen Gleichungen (1); (2). . . .^ 
ai^Of so müssen beiderseits gleiche Resultate kommen. Die 
erste Gleichung bestimmt dann den Coefficienten A^ die zweite 
den Coefficienten B etc. Es ist nämlich für x^=0 in üblicher 
Bezeichnung *) 

' (i) F(0) =sina=A, 
(s) F(0) =6.cosa=B, 

(s) F'(0)= — 6*sma=2C, woraus C— TT""^ tV^ 

(0 F"'(0)=-63cos«=2.3D, „ D=-*^«-€5|), 
(0 FV(0) = 6*sina = 2.3.4E, „ E=l^ = i^, 



Es ist mithin 
. / , , N . , , 6*sina , i^cosa , , 

Das Gesetz dieser Reihe tritt klar hervor. 



40. 

Lässt sich also eine Function einer veränderlichen Grösse^ 
F(^), in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe ver- 
wandeln , so muss man in F(ar) und allen Derivirten F*{x)y. 
F"(a?). . . ., ^=0 setzen; und hat dann allgemein: 

und dies ist nun^ in üblicher Bezeichnung ^ der erwähnte 
Maclaurin'sche Lehrsatz.**) 



•) Wäre z.. B.P(a;)«a!«— 3aj+l, so bedeuteten F(0), F(l), P(2).... 
die Werthe, weiche diese Fonction x* — bx+X für asn-O, 1, 2.... hat, so 
das8 also hier F(0)— 1; F(l)— 1; F(2) = — 1; F(3)=«l; F(4)«=5 etc. 

**) Nach einer Bemerkung von Moigno bat weder Maclaurin noch 
Stirling, sondern Taylor zuerst diese Formel aufgestellt. Sie wird 
jedoch immer nach Maclaurin benannt, der sie pag» 610 seiner 
„treatise of fluxions" mittheilt. 
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4L 



Aufgabe. Die Function arc (sin««^) in eine Reihe zu 
verwandeln^ die nach Potenzen vom sinus des Bogen» fort- 
schreitet 

Auflösung. Es sei; wenn eine solche Beihe existirt; 

m 

arcsin^==a+fe*r+ca?*4-^*+^*+A*+ (0 



so 



ist § 27: — == = 6+2ca?+3rfÄ?2+4«aj»+5/i*+ (2) 



Die femern Difierentialquotienten werden hier sehr^com- 
plicirt Man thut jetzt besser, die Hülfe der Analysis zu be- 
nutzen und . — =^(1 — a^y-i nach dem binomischen Lehr- 

satz zu entwickeln. Thut man dies^ so ist (Analysis § 71) 



yiz:^ '2 '2.4 ' 2.4.6 

Setzt man jetzt ^^s^O, so giebt die erste Gleichung arc 
sin = a=0. Da femer die beiden Beihen (2) und (3) flir 
jeden Werth von a einander gleich sein müssen; so hat man 

1 13 

ft=l; 2c=0; 3d=-; 4e:±=0; 5/=^^ etc., mithin ist 

, 1 4?» 1.3 ^* , 1.3.5 a'' , 
^csm^=^+2-3'+2:4-r+274T6y+-- 

Diese Beihe ist convergent von a?=0 bis ^=+1. Setzt 
man arc sin ^=U; mithin a;=sint«; so ist in üblicher Schreibart 

. 1 sin^ , 1.3 sin^ , 

W=SXntl+ — .- • + :=: . ■ + . . . . 

^2 3 ^2.4 5 
Nimmt man z. B. sin t^»»!; so ist u = — , mithin 

6 "2"*" 2' 3.29"^2.4*5.2ß"^**** 

Ajuj^il^schiedene Ausdrücke für die Zahl tc kommt man 
in der hdaem Mathematik sehr häufig. 
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4a. 

PrSmiwe. Hat man irgend eine Function von einer zwei- 
theiligen Grösse, F(a+ß), sie möge in eine Reihe entwickelt 
sein oder nicht, so ist es, was den Differentialquotienten dieser 
Function anlangt, ganz einerlei, ob man den ersten Theil a 
oder den zweiten Theil ß als veränderliche Grösse betrachtet.*) 

Um die Richtigkeit dieses an sich klaren Satzes noch an 
ein paar speciellen Beispielen zu zeigen, sei 



s 



y={a+ßy=a^-\-ia^ß+Ba^ß^+Aaß^+ß*' (i) 

Betrachtet man nui^ a ah veränderlioh und ß ab constant, 
80 ist 

'^Y*^^i(a+ß)^=^4(a^+U^ß+Zaß^+ß^). 



m 



Betrachten .wir dagegen a als constant imd ß als veränderlich, 
80 folgt aus der Gleichung (1) 

ff 

rfy === 4 (a + /J)»^/J =« (4a«-h 1 2a«/9+ 1 2a/?«+ 4/J») . <//?, 

^^=4{a+ßY=\{a^+^a^ß+Zaß^+ß% . 

also ii^ beiden Fällen die Differentialquotienten einander 
gleich. Wäre (Analysis § 80) 

(.), ^ = sin(a+/?)=(a+i9)-^^^+ 

so ist, einmal in Bezug auf a und einmal in Bezug auf ß 
differentürt, 

;i)— <«+«='- ^^f+ 



*) Es versteht sich, dass in F{a+ß) die Grössen a und ß nur in der 
Isten Potenz und mit gleieh^i Coeffictenten vorkommen. Also nicht etwa 

{a^+ß^y etc. 

**) Durch die Klammer wird, nach Euler, angedeutet, dass die 
Function, nämlich y, in Besug auf « differeotiirt worden. 
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I. y=e*+«=e«,««=.««M+a+^4-.. ..) 



a* 



1 • ^ 

(S)-K'+«+Ä+--)- 

Ist ganz allgemein i/=F(a+ß)y so ist noth wendig 

43. 

Taylor's Lehriati. 

Ist allgemein ¥{x) irgend eine Function von ^, so ist im 
Vorhergehenden gezeigt (indem wir alle Arten Functionen 
einzeln durchgenommen haben); dass^ wenn man der veränder- 
lichen Grösse a ein Wachsthum^ a^ beilegt , wir dann die 
Function der zweitheiligen Grösse, nämlich F{x+a) inmier 
in eine Reihe entwickeln können, von welcher das erste Glied 
die Function, F(^), selbst ist und die übrigen nach Potenzen 
von a fortschreiten, so dass nämlich 

F(a?+a)«:F(a?)+pa+Ma*H-Na«+Qa*+ (0 

und wo, wie wir schon wissen, die Coefficienten p, M, N 

Functionen von a: sind. Auch ist der erste von ihnen schon 
bekannt, nämlich p=F'{a). Es handelt sich jetzt darum, 
auch die übrigen Coefficienten M, N, zu bestimmen, wel- 
ches zur vollständigen Eenntniss der Reihe erforderlich ist. 

Da nun diese Reihe die Entwickelung einer Fimction von 
der zweitheiligen Grösse a+a sein soll, so müssen für die- 
jenigen Werthe von a und a, fUr welche die Reihe, im Fall 
transcendent, convergent ist, zufolge § 42, die Differential- 
quotienten, in Bezug auf a: und a genommen, einander gleich 
sein. Dies £Ührte nun Taylor auf den nahe liegenden Ge- 
danken, die nur vorläufig fingirten unbestimmten Coefficienten 
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p^ M; N;.... durch einfache Differentiation zu bestimmen, 
Differentiiren wir nämlich die Gleichung (1), indem wir x al& 
veränderlich und a als constant betrachten^ so haben wir^) 

«^ n(«+.)=F.(.)+(|)..+(^).«.+(iV w- 

Differentiiren wir dagegen die Gleichung (1), indem wir jetzt 
umgekehrt x als constant und a als veränderlich betrachten^ 
so haben wir (weil F(ä), p^ M, N. . . . kein a enthalten^ also 
auch ihre Differentiale^ in Bezug auf a,-=0 sind) 

F'a(^+a)=pH-2Ma + 3N.a2+4Q.a3+ .(s). 

Da nun [weil, § 42, F^(^+a) = Fa(« + a] beide Eeihen (2) 
und (3) fiir jeden Werth von a, für welchen sie convergent 
sind, einander gleich sein müssen, so hat man (Analys. § 54) 

j?=F'(a?), was wir schon wissen. Femer 
«HT (^V\ ^-F' x\ ^,„ . -^ F%x) 

^^=[dx)=-^=^^'^^> ^^^^^* ^—rr-^ 

.^ /rf.M\ d. F%x) F'%x) ^ F"(a?) 

^^-(-d^j=r2:^="T¥^ woraus N=-^^-2^, 

U. B. W. 

Es ist mithin ganz einfach und allgemein 

F(ar+a)=F(a,)+?^\a+Q^.aH- Y^-«'+ (*) 

oder, indem wir wieder Ax statt a setzen, in üblicher 
Schreibart 

F(a;+Aa?)-F(aj)+F(a:)AaH-FX«)^+Fn^)^+FiV(»):j^ . (5) 

und dies ist nun die merkwürdige und höchst wichtige Taylor'- 
sche Reihe, von jetzt an das Fundament der ganzen Differen- 
tialrechnung. 



*) Durch F^ wird angedeutet, dass in Bezug auf x differentiirt worden. 
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Anmerkung. Setzt man in (4) d?=0 und a^^Xj so hat 
man wieder die Maclaurin'sche Beihe^ ab speciellen Fall der 
Taylor'schen. 

44. 

*) Folgender Zusatz zu dieser Ableitung der Taylor'schen 
Beihe wurde uns gelegentlich von Gauss mitgetheilt: 

Man kann die Sache noch von einer andern Seite betrach- 
ten. Liegt nämlich eine gesetzmässige Beihe^ wie: 

F(x)+F'(x).a+F"(x). ^+F"'(^).^ + . ... 

vor uns, so müssen wir auch umgekehrt ihre Quelle (Summe), 
d, h. die Function, aus welcher sie entsprungen ist, und die 
wir jiätzt nicht kennen wollen, wieder herstellen können. 

Man setze die zu findende unbekannte Function «=U und, 
in der Beihe selbst, y — a statt Xj was erlaubt ist, so ist 

U=F(y-a) + a . F(y-a) + ^ . F%-a) + ^ , F^Cr"«) + ••• 

Betrachten wir in dieser ' Gleichung a als eine veränder- 
liche, von y unabhängige Grösse und y als constant, und 
suchen den Differentialquotienten in Bezug auf a, so ist: 



©-= 



I 



-F(y-a)-aF"(y-a)- i4.F"'(y-«)- 



1.2 

2 



+ F'(y-a) + aF-(y- a) + ^ . F"(y— a) + 



Es ist also f— — j = 0. Dies zeigt uns, dass die ?u findende 

Function U von der Grösse a ganz unabhängig, mithin eine 
blosse Function von i/, also U=F(y) ist. Nun ist aber y — a=a?, 
mithin yii=^x-+-a, folglich U=F(Ä + a). 



45. 

Bei der Anwendung der eben entwickelten Tay lo raschen 
Beihe, welche, so lange man in der Function F(.r) die absolut 
veränderliche Grösse, wie bisher geschehen^ ganz unbestimmt 
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lässt; immer möglich ist^ kaim der Fall eintreten^ dass für 
gpecielle Werthe von x, die auB der sonst stetigen Function 
F(a?) folgenden Differentialquotienten unendlich (unstetig) wer- 
den. So ist z. B., wenn • 

F"(a')= — -p-5 2^ etc.; nach Taylor's Theorem 

und man sieht; dass für jeden W erth von x^a nicht nur die 
ursprängliche Function -^x* — a*, sondern auch sänmitliche Dif- 
ferentialquotienten stetig sind. Für den speciellen Werth von 
x=a aber werden sämmtliche Differentialquotienten unendlich. 
Woher rührt diese Unterbrechung der Stetigkeit in den Dif- 
ferentialquotienten ? 

Um den Grund einzusehen; warum dieser Ausnahmefall 
hier just fiir .r=a eintritt; beachte maU; dass die Function 
y(^-|-Aa?)* — a*; wenn wir darin x den Werth a beilegen (in- 
dem es einerlei sein muss; ob man dies vor oder nach der Ent- 
wickelimg derselben in eine Reihe thut); sich in y(a -I-Aäj)* — a* 
= (2aAÄ?-|- A«*)^ verwandelt. Dieser letztere Ausdruck lässt 
sich nun aber nicht in der geforderten^ nach ganzen; positiven 
Potenzen von A^ fortschreitttiden Form entwickeln; indem 
offenbar 

/2aA«-H,Aa!*=(2a)4 . A«*+r7^ • Aar* f- • • • • 

Diese Eei^e enthält also gebrochene Exponenten; einen 
Verstoss gegen die Form. 

46. 

Wir bemerken hier ein für allemal: t. Die Differential- 
rechnung beschäftigt sich nur mit stetigen Functionen; und 
namentlich bei Anwendung der Taylor'schen Reihc; nämlich 

F(^+ A*)=F(a;)+F'(*) . Ax+F"(^) . ^*+F"'(*).^+. ... 

oder, indem man, des einfachem Schmbens halber, h statt A« setxt, 
; F{x+h)=Fa;+F'x.h+^F"a.h»+^F"'a!.h*+. . . 
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muss diese Reihe auf solcb^ Werthe von x beschränkt werden^ 
für welche nicht allein P(a?); sondern auch sämmtliche Deri* 

virten F'(a?), Y"{x) stetig sind, und alsdann findet di^ 

Reihe, wie wir gesehen, iinmer Statt. 

2. Tritt eine Ausnahme ein, welches n\ir für ganz specielle 
Werthe von x der Fall sein kann, so kann auch die Differential- 
rechnung, wenigstens unmittelbar,, keine Dienste leisten, und 
die Taylor'sche Reihe durch die XJnstetigkeit der Differential- 
quotienten nur darauf aufinerksam inachen, dass man einen 
solchen besonderen Fall auch besonders zu discutiren hat 

S. Wird in der Taylor'schen Reihe für einen speciellen 
Werth von Xy von irgend einem Gliede an, ein Differential- 
quotient unendlich, so werdelln es auch alle folgenden. I)enn 

bezeichnet Q eine Function . von a?, welche für Ä==a Null 

p 
wird und F(**-^ = Yr irgend einen n**" Differentialquotienten,. 

welcher also für ^«ssa, also Q=0, xmendlich wird, so 
muss auch der folgende Differentialquotient, nämlich 

F"+*(^)=-^^ — Y^ — -^=00 werden, weil offenbar für denselben 

Werth von x, für welchen det Nenner Q=0 wird, auch alle 
höhern Potenzen von Q=0 werden. 

4. Sind alle Derivirten vo^ F(4?) stetig, so kann, .man A^ 
immer so klein »annehmen, das^ die Taylor'sche Reihe, wenn auch 
transcendent, doch nothwienddg convergent sein muss. Denn sei 
a der grösste Coefficient in der Reihe, so wird, wenn man auch 
allen Gliedern diesen Coefficienten beilegt^ die neue Reihe 

/\x*^ — 1 ö o,/\x^ 

Aa?— 1 1— Aä, 1 — A.r 

schon für jeden Werth von A^<^\ convergent^ um so mehr 
also die l'aylor'sche Reihe (Apalysis § 61). 

5. Man kann in der Taylor'sQben Re],he das Increment A^ 
immer so klm aqnehmen, dass jedes Glied, welches nicht Null 
ist, immer grosser wird, als die Summe aller folgenden. Ist 
z. B. (bei stetigi^n Pi^rentklquotienten) der !■*«, F'(,fl?), nicht 
== 0, so braucht man A«t7 nur so klein zu xiehmen^ dass 

F'(4;) A^>F"(^)^V F'"(^) . ^^.^ + . . . . oder 
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was offenbar immar möglich lAt Wem^ dies nicht unmittelbar 
einleuchtety der lege jedem Coef&cienten der eingeklammerten 
Reihe den Werth des grössten (a) darin bei. Unter dieser 
Voraussetzung kann man A^ so klein nehmen^ dass selbst noch 

A^.a(l + Aa? + A^»+. . . .)<F'Qc), 
A« A««+i ^F'Gi?) 



l — A^ 1 — Aa a ' 
und ob n endlich oder unendlich, selbst noch 



Ax F'(x) ^ 
1 — Aa?^ a ' 



F*(a) 
man braucht also nur Aa?< — , L/. v zu nehmen. 



47. 

Hat man also^irgend eine Function einer absolut veränder- 
lichen Grösse, y==F(^), und wächst a um das Increment Aar, 
80 stellt für jedes ^, fiir welche sämmtliche Differentialquo- 
tienten stetig sind, die Taylor'sche Reihe 

y+Ay=F(^)+F(^).A^+F'(^).-^+..'.. 

den neuen Zustand der Function, so wie das sehr merkwür- 
dige Gesetz, nach welchem er aus dem alten hervorgeht, in 
klarer Uebersicht vollständig dar. 

Achten wir hier auf die Bedeutimg der successiven Dif- 
ferentialquotienten und ihre respectiven Mitwirkungen, den 
neuen Zustand der Function aus dem alten zu erzeugen, so 
ist zuvor klar, dasTj, wenn' der !■*• Differentialquotient positiv 
ist, die Function das Bestreben hat, zu wachsen; und umge- 
kehrt, wenn er negativ ist (§ 46, 5). 

Man kann deshalb, wenn man will, den 1**®" Differential- 
quotienten F'(/c) nicht unpassend das Bestreben der Func- 
tion nennen, zu wachsen oder abzunehmen, je nachdem er 



■ --. jOBitiT o der negativ ist*) Weil nxm aber P(a;) wiedenoto 
eine iiMnction von x iBt, bo ist dieses Btetreben nicbt constan^ 
Bondem mit x ver&nderlich. *•) 

Ist für einen specielien 'Werth von x dieser !•*• Diffe- 
rentialqnotient, ^{x\ = 0, so bt auch das Beatreben zn wach- 
sen mO tmd die Fonetion fllr diesen Werthvon « gleichwA 
stationär. 

Da mm, ansser dem OoefKcienten T\x) aoch diefofgfenden 
'P"(x), F"(«) etc. asrf das Wachsthum d^r FuiictioB inflnirefl, 
so kSnnte man wieder Aea X*" DifitoentiaJquotienten das Be- 
streben vom Bestreben nennen «tc. 

Der 1"* Theil dieses Satzes lässt sich geometriBch versinn- 
lichen. Wir können nämlich der grösseren Anschauung halber 
den Verlauf der Function ^•«F(^), eben weil sie stetig 
fliesst, immer construlrt und bildlich durch eine krunmie'Xiinie 
dai^«etellt denken. : ' 

Sei deshalb AS=x, MP-^, 

In der Taylor'schen Keihe 

ist nun, wie in der Einleitung (§ 1 1) ge^^igt, der 1'** Differeu- 
tialquotient F'(^) die trigonom. Tangent« des Berührungswin- 
kels T. Ist also dieser l"*» Differentialquotient F'(j!) («=tgT) 
positiv, so ist offenbar der Winkel t spitz und die Ordinate 
MP wachsend. Umgekehrt ist es im Puncta V. 

48. 

*) Die in der Taylor'schen Reihe 

'"i'-i 

*) Es ist such hiernscli eiuleucliteDd, dtwa die Differentisle aller 
Functionen, wis z. B. coi x, cot x, btc coi x etc., welche mit wachaen- 
äem X abnehmen, nothwendig negativ lein müwen. 

**) Nur in dem einzigen Falle, wenn Y(x)^ax-{-b, alao F'<x)>— o, ist 
dietei Bestreben consbuit und du Wacbstham der Function (— a.A^) 
den Incremente £^x ein&ch proportional. 

LDbHi, Infinite >iiul-S*eluiuiE. 4 



auf F(x\ folgenden Glieder, welche das Wacfastlium, NR^A^, 
der FiinctioD von x bis x~i-/\x ditratellen, oämlich: 



A^' 



■ 1.2 



Ifi^sflii sich folg»id«rtiaf»en in ein Glied zusammeoäehen 
(gleicbsani smnmireQ). 

. ZwiBchfin . den beiden Functen M und X muaa es ofienbar 
ainan M gelegenen Punct, m, gftben, da« die durch ihn ge- 
dkchte B^rührungsUftie tt mit der Sehne MH parallel läuft 
und folglich mit der AbBcisaenlinie einen Winkel bildet, deaeen 

trigon. Tangente =-5yr^-=-~ ist Die Abacisse Ae dieses 

'PuooteB m Ifisat üch andeuten, indem wir zu AE'=m noch 

«in ßtück-ron. PQb*A^ hinzulegen. Beaeichnen wir dieses 

Stück Fe mit Q.Ax, wo Q ein echter Bruch ist, so ist die 

a, zwischen M und N liegenden 

X -)- ÖAiT -und die Ordinate 
die trigonoraetriflche Tangente 
;c+0A.t). Daher gewiss 

c), folglich auch 

- /^y = Ax.Y'{a!-\-QAx), mithin 



Ü^ existlrt also immer ein, wenn auch nicht näher angeb- 
barer echter Bruch, Q, so dass (ietzt von der HiÜisägur ab- 
strahirt) allgemein 

F{;c4- A,t)=F(:it)+ A.r.F(ar+0Aar). 



Dritte« : 
TngcilMi u Orlktgou 



1. Ortliogoiiil-OMohuateiL 



Bu 



B Bcbou in der Einleitung besprocheiie und ehemals sehr 
I>6rUhmte Problam der Tangentenziebung', welches wir jetzt 
-wieder aufiiehmeD wollen, läsat sich nun durch Hülfe der 
J>i£EereQti«lRR4chaimg leicht rollBtändlg läsen. 
Sei nämlich ganz allgemein 

■die geaonderte*) Function einer krunuaen Linie, der Bogen HG 
«in Stack derselben und M(jr,t/) der gegebene Berührungapunct, 
Wir lassen nun (vergl. §§ 7, 8) die Äbscbse AB=x um 
das Stück PQ = Mß = Ax wachsen, dann ändert sich auch 
die Ordinate MP^y um das Stück NR«> A^ und wir haben 
dann nach dem Taylor'schen Lehrsatz für diesen neuen Zustand 
der Ordinate 

1/ + Ay = F(ar) -I- F'(;e) A^ -H MA*''+. . , . 



*) Die nicht geBonderten (verwickelten) Functionen weiden wii ipSter 
beionders betrachten. 



mitlim fUr da« Wachatbmn der Ordinate 

A£_» 

1.2 " 

Denken wir'unB nun durcli die Functe M, N eine Secante^ 
SS', gezogen, so ist die trigonometrieche Tangente dei WinkeUj- 
den sie mit der AbsciBBenlinie macht, durch 

Ax t/*^ 1.2^ ^■■1.2 ^ 
gegeben. 

' ..| J^^<f|$ die Secaate SS' um 

Ium den Punct M, bis der Fnnct N 
mit H znaammenißlllt, so kommt sie 
in die Lage der Berühningslinie 
-TT'ttttd an TontAdliBer iQltichiuig 
fallen (weil Ax bei dieser Dre- 
hung der Secante bis zu Null con- 
vergirt) alle Glieder rechter Hand, 
bis auf das erste -^■pF'(j), weg.*) Dielirigonometrische Tan- 
gente des Berührnngswinkels x ist also nach den § 8 aofgestellten 
Gründen gleich dem ersten Differentialquotienten. In Zechen: 
dt/ **) ^ da ■ 

^ dx^ du 



*) Aui diesem Qmnde, weil hier Bimlicb nur die Gie&M ^-gencbt 
wird, welche der Qnotient -^ eneicht, iodem Ax und slio gleicbzeitig ancb 
Ay bis zu Null abnehmen, und detbslb alle in C^ moltiplicitten Glieder 
rechter Hand wegfallen, kommt aoeh die ConTerg«os der Bfiibe nsd über- 
haupt der Tajlor'ache Lebisatz hier gar nicht in Betracht Daa Preblem 
derTaiigentenver]angtnard]eKeuntmMdeeeritenI>iffei;entialqiiotiei)ten. 
Und dieser, er möge für einen bestimmten Werth von x endlich oder 
tmendlich sein, ^ebt immer richtig die trigonometriiche Tangente des 
BerühniDgiwiakeli i tm. Iit diever entif Differentialqiiotieiit nnendlieh, 
■o ist T— 90*, die Tangente iteti «enkrecht auf der Absei itenlinie ; ist 
er —0, 10 ist auch t— 0; die Tangente geht parallel mit der Abaciuea- 
linie etc. Die Bemerkung 1, S 46 igt nur bei Anirendung des Taylor*- 
schen Lehrsatzes zu beachten. 

**) Will man die durch den gegebenen Panct H (x,y) gehende B«riih- 
TUDgsIiuie durch ihre Gleichung ausdrücken, so seien o, fi die Coordinaten 
eines beliebigen Punctes deiselben, dann ist (Höhere Geometrie § 44> 
/» — j)={o— a)tgr, oder 



Aus den' rechtwinkligen Dreiecken MPT und MPN'^ in 
welchem letztem dnr WinkeMf^MP olRnbar Ssr ist; erhält 
man nun leicht die Subtangente^ Subnormalc; Tangente und 

If omude. Es ist nämlich (Höhere G^me^ie % 44jJ5)^-^ ass cot t. 



T-» V*' + (x) 



voraus -. — * .r * . 1 , / . 



-.1 ■ I 



JPemer 8„s«ytgT— 



^. J und*d«m N— y |/"i'-f.'(^ Oder 



■vorkommenden Qebrauchs halber zusammenges^Ut : 



, i'i*: \ 



s,= 



,,.|, K-,.}/. + (|)" ■ ■- 
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^Au^ba L Eine Berührungslinie an die Parabel zu ziehen, 
deren Gleichung: 

ys^yao?. 
AuiUsiuif. Man hat hier zuerit 

dy a^ dx %a^ — 

- -s^tei'-. ( <fy.""tf-'- ! 

Für xsHiO iat ^*^^* 13^^ Berührungslinie km fidieitel 
der Parabel steht also senkrecht auf der Achse. Femer ist 
dkch den obigen vier Foitaeht; wefm man darin för ^, \r^j 
etc. ihre lauf die Parabel bezüglichen. Werthe aubstitairt^. 
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«y ai y« . 

Q ^'.y «* / y« 1 



K-,}/i+(i)'.y„.}/l+f=ya.+},«, 



▲ufiffabe 2. Eine Tangente an die Exponentiallinie zu 
ziehen^ deren Gleichung 

▲uflöBiing. Man hat hier zuerst 

dy ^ dx \ 1 

dx •^' dy e* y* 

Für 4?— ist ^=1, dif Tangente schneidet die Ab- 
scissenlinie unter einem Winkel^ raB45?. Femer ist. 

e% dx 1 

Die Bubtangente ist also ^ .alle Fuocte dieselbe, gleich 
der Lineareinheit, welche l^ei der Construction der Exponential- 
linie zn Gruiide gelegt wiird. 
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.61. 

Die beiden Zeichen oder Differentiale dx^ dy, welche bis- 
her immer nur Terbunden^ als ein einziges Zeichen^ -j- zur 

Bezeichnung des !•*•* DifferenttaJquKilienten in den entwickel- 
ten allgemeinen Formeln vorkommen; werden, des bequemeren 
Schreibens halber, manchmal von einander geschieden n^ in 
der Rechnuiig mit andern Grössen verflochten. Dies ist o^en- 
bar deshalb erlaubt, weil die Differentiale, wenn auch unbe- 
stimmt gelassene, dennoch wirkliche, in bestimmtem Verhältr 
niss zu einander stehende Grössen sind. (§ 12, Anm.) Es 
ist aber einleuchtend, dass eüx^ solche Scheidung nur eine 
scheinbare sein kann, und dass, wenn durch arithmetische 
Operatumeii das eine der beiden getf eanten ZeicheA' dr, dy 
eliminirt wM, das «ideTe allein in den Femieki ^kraien äiiüb 
mehr haben wttrde und ^di aka von selbst mit aKminirenf^iron.; 
Wir. aehmen BUr Eiittaterung die allgemeins Formei ittr 
die Normale an einer krummen liifie, -eäanKfflb ^6 49i) * *■- 



N-y|/»+(i 




Dieser Ausdruck lässt sich jerstlich.auch so schreiben: 



N«Äy|/l4--JL^.od«r auch se: 



m ' 



• / 



V 



dx 

Ist nun %. B. y.7mi^(us die Gleiciiong «iner krumHiea Idoi 
also rfy=||/— . dx und substituiren wir in vorstehender For- 

mel, um daraus dy zu eliminiren, seinen Werth il/— .^^ so 
erhält man 



N. 



y 



4« _■ ^ "** 

dx du 



} 



N-.yy(j + ^)-=V(Lr-|-i«». . 
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Ebenso folgt aus tgT'ss^^/dass (Trigonometrie § 100) 



da 



SinTssss ^ 



v^^m 



yda?«+-dy«' 



.Man sieht also, dass man mit den Differentialen dsj dy^ 
als Siellvertreter von Grössen, auch arithmetische Operationen 
Yomehmen kann. Dieselbe Bemerkung gilt von den höheren 
Differentialquotienten, 

52. 

*) WiV' hidben im Voäiergehenden gesehen^ dass, wenn 
manrin einir Funetito, y=«iF(ar), der absoUit verftad^riichen 
€hpöiae ahi Jnerameat, Aiv, beilegt^ das Wachsthuni der Function 
sich dnroh i eine naohganxen^ positiven Potenzen voa A« fort- 
schreitendem Jleihe entwickeln iässt, nätolidi: 



Ay— F(«). AÄr+MA^'+NAÄ«+. . . . 
Der hieraus folgende Differenzenquotient 

^=F'(^)+HAx+NAx«+. . . . 

hängt Yon x «ad.Ad? ab, nähert sichjabM*^ wenn wir A^ bis 
zu abnehmen lassen, einer bestimmten; nur noch von x 

allein abhängigen Grenze, --r-««*F'(a:), . 

Für diesen, aus der ursprünglichen Function abgeleiteten 
Gl^nzweirth; den sogenannt«! Diffsrentialquotienten, hab^n 
wir . als Stellvertreter ausser dem Zeichen F'(^) auch das 

Zeichen jj^in die allgemeinen Formeln eingeführt. 

Diese Methode, den Difterentialquotienten zu bestimmen^ 

nach welcher Qämlich das Increment A^ vdl der Reihe für -r^ 

bis zu abnehmen muss. un| mithin die rftfferenüale dxy dy 
wirkliche Nullen sind, nennt man die Grenzmethode. Sie 
ist vollkommen streng und sicher und weil sie am populärsten 
ist, auch für den eisten Anfänger ^Wohi axn passendsten. 
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£b giebt uon Aber noch eiue andere^ nach ihreia Exfinder be* 
nannte Leibnita'sehe oder Infinitesimal-Metbode, 
nach wel<Aer die Differentiale dx, dy unendlich kleine 
Grössen bedeatep, und welche, nainentUch in cUn zahlreichen 
Anwendungen der Jnfinitesiinalrechnung auf Naturwiaten- 
achajpten^ wek fruchtbarer, ktner und auch viel natürlicher ist, 
ab die aehwerfiilligere Grenamethode, indem erstere die Mittel 
SU den zu erlangenden Resultaten gleichsam voraussehen läset, 
weshalb sie auch von allen grossen Mathematikern, welchei 
wirklich etwas geleistet haben, stets angewandt worden. Wir^ 
wollen versuchen, auch von dieser, freilich sehr subtUen. 
Infinitesimalmethode eine Vorstellung zu geben, jedoch alle 
Sätze, die sich auf dieselbe bqpfehen, durchgehends mit einem 
Sternchen bezeichnen, danjit der Anfänger sie nöthigen£Edls auch 
alle unbedenklich überschlagen und sich an die Grenzmethode 
halten kann, welche hier in den Anwendungen der Differential- 
Bechnung, der Sicherheit halber, immer voraufgehen soll. 



■ 

*) Die Vorstellung einer unendlich kleinen Grösse ent- 
springt nothwendig aus dem Begriffe der Stetigkeit, den 
ein jed^r Mensch hat. 

Zufolge unsers Vorstellungsvermögens können wir eine 
veränderliche (fliessende) Grösse, z. B. die Abscisse AP»«^, auf 
zweierlei Weise um ein Stück, PQaa^:^^, wachsen lassen, 
nämlich durch unstetige tmd auch durch stetige Zunahme. 

Ich kann dem AP das Stück PQ auf einmal hinzufugen 
oder auch den hundertsten Theil hundertmal^ d^ millionsten 
Theil miUionenmal etc. In wie viele bestimmte, also auch 
durch Zahlen apgebbare Theile man aber auch PQ theilen und 
dann die sänmitlichen Theile einzeln dem AP hinzufügen möge, 
80 wird auf diese Weise die Grösse AP doch inuner unstetig 
(sprungweiseX wachsen. 

Lassen wir jetzt aber AP, von P bis Q, stetig wachsen, 
indem wir uns, der leichtem AldPassung halber, vorstellen : ein 
Punct beschreibe die Linie PQ, so kann offenbar kein zwischen 
P und Q liegender Zustand übersprungen werdeui indem der 
beschreibende Punct durch alle möglichen, deshalb aber 
auch unzählbaren Zustände geht. 

Fragen wir nun: was ist, bei diesem stetigen Wachsen 
von P bis Q; die stetige (successive, allmälige^ augenbHck- 
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Hdie) Ztmaluiie der ffieseenden Qr(>ftBe AP^ so können wir 
erstens dock gewiss nicht sagen^ dasS sie Nichts^ s^O^ ist; denn 
durch Hinznfftgong von lauter absoluten Kulien (Nichtssen) 
kann die Grösse AP nicht wachsen; zweitens können wir auch 
nicht sageU; dass bei diesem stetigen Wachsen £e successiren 
(momentanen) Zunahmen der fliessenden Grösse AP, Etwas^ 
durch eine bestimmte^ wenn auch noch 90 grosse Zahl an- 
gebbares seieU; weil ja m diesem FaDe die Grösse AP nicht 
stetig; sondern sprungweise wüchse. Die Zustände, in 
welche der beschreibende Punct konmit^ sind* unzählbar und 
deshalb kann die fragliche stetige Zunahme nicht angegeben 
werden. 

*) Es ist also das Gesetz der Stetigkeit; welches ims zu 
der Vorstellung drängt: Dass die successiven Zunahmen einer 
stetig wachsenden Grösse zwar keine absolute NuHen^ jedoch 
auch keine angebbare Grössen , sondern der Stetigkeit halber 
wahrhaft einfach^ d. h. untheijbar sind. 

Dieses übersinnliche^ in unserm Geiste haften4e; aber nicht 
angebbare Etwas nennt L e i b n i t z einer Infinitesimal- oder u n * 
endlich kleine Grösse. Eine solche ist also nur ein Ge^ 
dankending; oder Abstraction von aller a;ci gebbaren Grösse. 

Das Wort „Grösse'^ führt immer auf die Vorstellung eines 
Quantums; dessen Verhältniss zu einer beliebigen endlichen 
Einheit sich durch einC; wenn auch noch so grosse; jedoch be- 
stimmte Zahl muss angeboA lassen. Da i^xm dies aber in Be- 
treff des unendlich Kleinen nicht möglich ist, so finden 
Manche das Wort ;;Grösse'' anstössig; nicht beachtend; dass 
das davor stehende Wort, unendlichiklein; diese Anstössig- 
keit aufheben soU. |f an hätte das unendlich Kleine auch eine 
virtuelle Grösse nennen können; so wie man in der Mechanik 
^on virtueller Geschwindigkeit spricht; um damit anzudeuten, 
dass keine actuelle (wirk^che) Gei^chwindigkeit Statt findet. 

*) Auf die Vorstellung einer* Infinitesimalgrösse kommt 
man auch durch die Vorstellung einer in^ Unendlicbe gehen- 
den Tlieilung einer endlichen Grösse. Hierin- geht also die 
Mathematik noch weiter; als die Chemie; die bis jetzt noch 
imbier bei materiellen Atomen stehen geblieben ist; aber 
wohl nidit immer stehen bleiben wird. 
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In der Algebra % B29 haben wir an einem handgreiflichen 
Beispiele gezeigt^ dasB jede endliche GtT^n^e, z. B. die Lebene- 
daner eines Menschen» durch fortgesetztes Halbiren zwar in 
dne iinendBche^ nicht angebbare Anasahl Thefle getheilt werden 
kann^ jedoch die Theiinng ein Ende nehmen muss und dass 
der hta&ie Theil, obwohl von der absoluten Null verschiedto, 
doch auch nicht mehr angebbar ^ sondern eine Infinitesimal- 
grÖBse^ ein Hauch; ein Augenblick ist. ;;^he infinitesimal is- 
the ghost of the departed quantity/' 

Dass die Arbeit dieser imzähligen Theilungen, die selbst- 
verständlich nicht wirklich, sondern, worauf es nur ankommt, 
in Gedanken auszuführen und dann keine endlose ist, ergiebt 
sich auch folgendennassen z*^) Jede so zu theflende endfiche' 
Zeit kann man sich unter dem Bilde einer Linie, PQ, vor- 
stellen und diese durch einen sich bewegenden Ponct stetig 
beschrieben denken, womit dann, nämlich durch die mit zu 
Hülfe genommene Vorstellung der Bewegung, die sonst endlose 
Arbeit sogleich vollzogen ist. t)er Funct baii;>irt die Linie FQ. 
wenn er in der Mitte ist, und hat zugleich auch alle vorher- 
gehende Viertel, Achtel etc. hflbirt. Dasselbe gilt offenbar 
von der folgenden Hälfte. 

Wollte man nun behaupten, dass der letzte der auf ein- 
ander folgenden unzählbaren einfachen T^beile nodi theilbar' 
sei, so wäre entweder die Arbeit (der Lauf des beschreibenden 
Punctes) noch nicht vollendet, oder der Punct nicht stetig, 
sondern durch einen Sprang nach Q gekommen;' imd wollte 
man behaupten, dass der letzte einfache. TheÜ absolut Null' 
sei, so fiele man in die grosse Schwierigkeit, den vorletzten 

«) L«ibi|its ifaadte dieits ia'« Uae&dUebe.iofftftMtsteTMWii eiiuMr 
endlicben Grösse aacb auf die Katerie an, um dadvurch la don wahren Be- 
itandtheilen denelben zu gelangen, nnd Herbat t lagt darüber mit Becht: 
„Noch ehe ^rnm dnreb den rorfiegenden Klumpen den enrten bestimmten 
Sebniti kiiidmrehgMhre, liegt die ttaettdebhe IMglifahkeit am Ttge, 4u» 
mm dteiwaämiiehett Minitt anf ttModUeb irisMacbe Waise amdets hin^ 
dnzchliihx^ konnte. Hiemit ist wiiUieb dia.gaase ilneatlliehe Tbeikuig 
auf einmal rollsog^; und man bat die leisten Theile erreiebt, nämMch in 
G^anken, worai^ es allein ankam. Diese letzten Theile können keine 
Mateiie sein^ (Weil man sonst itete wiedlhr von Keaem diese ii&«SbHgen 
Tbeihmfe^en «nstthligemal ivMerbdlen uftssfe, wak migwel i iit Ist). 
^Darawi aoihe msn am eqgleiflli scUmswb^ wie seboa IjeäuÜB iddo»« 
Es ist lalseb, da«s die l|steiie auletzt wieder au» Miteiie bssUlio; Ibie 
wahren Bestandtbeile sind einfaeh (ein&che Wesen« Substanzen, Mfmßdffo)^ 
Und so ist es der Wahrheit gemäss.*' (Herbarf s Metaphjrsik.) 
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einfaol^en Theil in swei NuUeu gethoüt, ja daa Qanze durch 
fortgeaetates Tbeilen rein.Termchtet au haben und dann rtick- 
w&rta das Oanae aus lauter Nullen (Nichtssen)« wieder her- 
stellen zu mUssen, was wir. nicht könneo^. Eine totale Ver- 
nichtuj^g einer Grösse durdi^ fortgesetztes Theileu ist ebenso 
absurd^ als umgekehrt irgend eine Schöpfuxig aus Nichts. Des- 
halb ist es gf wiss leichter, die hier fraglichen Theile als absolut 
ein&ch, unueilbar zu denken. Wir können uns keine Zeit als 
den Yerfluss von lauter Nichtssen, wohl aber als den Verfluss 
von lauter untheilbaren Augenblicken rorsteUen. 

£ine unendlich kleine Grösse, im absoluten Sinne ge* 
nonunen, muss durchaus als absolut einfach (untheilbar) gedacht 
werden, und ebesi deshalb ist sie auch nur ^ Gedankending 
(nicht angebbar). Auch die Natur pperirt mit Infinitesimal* 
grossen' ^^q Natur opiacht keinen Sprung'^ und kann keinen 
machen. Allßs wächst, wird und entsteht nur nach dem Ge- 
setze der Stetigkeit. Und aus diesem Gru|äde ist die Infini- 
tesiipalreohnung f&r die Naturwissenschaften von so grosser 
Wichtigkeit und Nothwendigkeit. 

*) Denkt man sich eine endliche Grösse unter dem*Bilde 
€}in^r I4me, Fläche, Körper^ durch Bewegung (Fliessen) erzeugt, 
so kann nian sich cÜeselbe auch als aus untheilbaren Elemen- 
ten zusam9]|0ngesetzt denken. Wirft man dabei aber die Frage 
auf: wie rißl solcher Elemente dazu . erforderlich sind, so 
folg^ ^s — weil eiQe wirkliche Grösse (die Linie PQ z. B.) 
in eine unendliche Zahl jpleicher Theile getheilt gedacht 
werden muss, um auf die wahren Elemente zu kommen — auch 
limg^kehrt eiü^ unendfi^he (unangebbare) Anzahl solcher Ele- 
mente erfordeilich ist. Um eine wirKliche (angebbare) Grösse 
a^u or^ten,. . ii^a dass dazu eine bestimmte, wei^ui auch noch 
saigrasf9ie]4Ii<sb9 AipaU (taus^md,. mfllionen etc.) nidit genügtr 
Eim sekhea ^wnllleilbaiea Elemwit oder ait<dL eui bestimmtes 
dtt^AHche^VMftkchd desselben zuf einer endliche^ Gtösse hin- 
ztigedächt; kann das eigtotliche Quantum derselben nicht um 
eine angebb ar 6 Qrösse ändern, sondern nur das geringere 
oder •gröss^tfus Bastvebfx^ zu wachsen, andeuten, deshalb 
wMdiMai «oskvaUe die Gröateii, dia endliche Vid6»ha dea 
uAiheiAMlr gedadMen Elemetftsj eütfaatteü, cl^nnodk — treä nicht 
angebbar — Inft^itesinial- oder unendlich kleine Grössen 
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genannt Anclt^eie lind ajip anr in Gedanken llieilbar, je- 
docli nicht wieder in's Unendliche, "veil sie ja nur aU. endliche 
Yielfacfae des nntheilbaren ElementB in' Gedanken exittiren. 

67. 

'*) CoBMqnenterweiBe folgt hienns, dasi von nneadlicli 
klemm Geöbsmi derselben Art die efne- bdiehige nalgrSsMr 
oder kleiner sein kam, als die aadere, tmd daM man deriialb 
4aB nnendlicfa Kleine nicht immer abB<dat nehmen moiB, i. h. 
als wenn es ni(^t noob kleini/r gedacht wwden kannte oder 
-gedacht werden mOBste. Dasselbe mnSB offenbar auch von 
den sogenannten nnMidKch gnWsen Grösse» gelten. Die nn- 
hegrvDXt gedachte onendUobe FISch« z. B., welche zwischen 
zwei endlosen Parallelen li^^ rnnse bei einem m mal gWtsseni 
Abstände deradben auch m mal grfisier gedacht wwdcn. Die 
unendliche Aneahl nntheilbarei' Elemente, welche eine endlidie 
Grösse enthalt, mnss bed einer gleichartigen mfiicben OrSsse 
auch tnmal so gross edn. 

58. 
*) So wie es also verschiedene endliche Grössen der- 
selben Art giebt, so können wir uns auch verschiedene gleich- 
artige unendlich kleine und unendlich grosse Grössen denken, 
' die gleich wie die endlichen jedes beliebige Verhftltniss zu 
einander haben und aus diesem Gmnde arithmetischen Ope- 



wächst die Ordinate MP-=yTim das Stück NR-=Ayund es ist 

y4-Ay=3 (x,+ Ax), woraus Ay^SA«, folglich -r^^3. 
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Stalle wir ans mip. vor^ die Ordinate 2fQ bewege sieb, 
poraQel mit Bicti selbst, ge^ea HP hin, so werden die Seiten 
des bei R recbtwinkligeD Dreiecke NMR immer kleiner uad 
klüner, deimoch aber stets in demselben Verhältniaa zu einan- 
der blttben. 7 : 

Denken wir uns nun .dieses Dreieck ao klein geworden, 
dasB es nicht mdir kleiner werden kann, otme gäazUck zu 
TerschwindeQ (absolut Null au w^edfio) — ia wdfibem Zustande 
(Moment) ea das characteriatiscbe Dreieck graiaDot 
wird — so werden nach dem VorhetgiBhenden seine Seitm bu 
InünitewmalgröBMn, die aber in c^eeetn veischwindenden Zu- 
stande, wo von angebbarer Qrösse nicht mehr die Rede sein 
kann, doch immer noch dasselbe eben erwähnte VarhältaiBs 
SU einander haben. Denkt man sich hidbei die unendlich klön 
gewordene Cathete ME als untheilbiif , bo können nach g 57 
die andere unendUch kleine Cathete sowohl, als die unendlich 
kleine Hypotenuse, in (bedanken noch lüs theilbar gedacht 
werden; die gleichsam in einem Punct rerschwuudeite unend- 
lich kleine Fläche des characttrisdscheD Dreiecks aber kann 
dann nach der AbscisBenrichtung, d. h. durch eine mit der 
Ordinatenacbse parallele Linie selbst in G-edanken nicht mehr 
getheflt werden. 



*) DasB eine Jn's Unendliche gehende Theilung, wenn man 
dabei die Vorstellung der Bewegung mit zu Hülfe nimmt, als 
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-wirUicb voUeQdet und da,» letzte Qlied als untlieilbtr |[9dacht 
werden mosa, zeigt auch folgendea Beispiel. 

Sei ABC ein bei A reehtwinkliges gläeilBclieiikliges Drei- 
eck und AB— AC— I, folglich BC = y2. Denkt man sicfa^ 
Toa A aoageheDd, ia einerlei Drehung die Perpendikel AI, 
12, 23 etc. in infinitum geflUlt, so sieht man erstlich, ohne alle 
Kechnung, dass die Stmune e aller .dieser unzählbaren Perpen- 
dikel gleich der Hypotennae {ilua der «inen Cathete, alao a-* 1 
+ y2i— 2, 414. . sein muss. Denn das Iste, 3te, 5te. . . Per- 
pendikel ist gleich I, ^, i). ' ■ ^^^- Hypotenuse und da« 2te, 

4te, 6te... Perpendikel gleich ^, i, ^, der Cathete.*) 

Ein Punct mit der Oeschwindigkeit = 1 würde sie ^lle in 
weniger als 2| Seconden durchlaufen und die scheinbar unend- 
liche Arbeit in dieser Zeit vollenden. Dass die Arbeit ein Ehide 
nimmt, folgt auch noch daraus, data man die CooMÜnaten x^ 
dea Ortes angeben kann, wo der dia Perpendikel beschreibende 
Ponct wirklich liegen bleibt, indem die Seiten der entstehend«! 
Dreiecke unendlich klein, die Cotheten ontbailbar werden und 
deehalb eine weitere PerpendikelfiÜlang nicht m^r Statt findet. 

Die Seiten des Dreiecks 6, 7, 8 sind denen det Dreiecks 
BCA paralleL Dasselbe gilt von den folgenden Dreiecken 14, 
15, 16; 22, 23, 24 etc. Die Seiten dea Dreiecks 6, 7, 8 und 
offenbar -^ von den ähnlich liegenden Seiten des Dreiecks BGA. 
Ebenso sind die Seiten des Dreiecks 14, 15, IS wiederum -^ 
von den Seiten des Dreiecks 6, 7, 8 etc. etc. Die Catheten der 
Dreiecke 6, 7, 8; 14, 15, 16 etc. sind also, weil AC=I, be- ' 

ziehungsweise — , — j, — g. ... in inf. Die vop A ans auf AG 



*) Will man diese Srnnme t durch Bechntuig finden, lo hat man (weil 
AO— ]):Ä1-mmm45'>; lä— c<m*45; 28^— eM*46 ete., folgUch (Algebra § 2 »4) 
s— coB 4D-hCM» 45-|-0M»45-f-. ... in inf. 



Das erste Glied im Zähler ii 
I &6 du Quantum der eudlii 
was da« hier fragliche aiigeb 

CO» 45 

I — cos 45 

« — 001224°— 2,414.. 



gemesiene AbsciiBe des Fonctes 8 ist (weil AC*«!) offeDliar 
«: — — T^T-^- Ebenso ist die Äbscisse de« Punctes 16, von 

AbscisBe 

3,3 1.3 I . . - 

^^8+T'T6+T-r6^-""*'°*- 

a!=-r und ebenso y"=-jr. 
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*) Um die VorrteUuBg von des InfiniteiimalgrtHeeii noch 
mehr aafeuhellen und so sdgen, wie Leibnitz sie mit glän- 
zendem Erfolg ftls HülisgrösBen gebraucht, indem er sie, 
gleichnisBweifle wie y — 1, consequenterveiae nnd als wenn es 
wirkliche Gröeaen wären» allen arithmetischea Operationen 
unterwirft, haben wir ans zuvor noch Über die richtige Deutung 
der aus solchen Operationen hervorgehenden Resultate, in 
welchen die unendlich kleinen €hröMen potentiirt, mit einander 
multiplicirt und auch mit endlichen Grössen combinirt vor- 
kommen können, zu verständigen. 

61. 

") Kechnen können wir nur mit Zahlen. Da wir diese 
aber, statt durch Ziffern, auch durch proportionirte Linien 
auBdrücken können, so kann man auch jede gesonderte stetige 
Function zweier veränderlichen Grössen, und von solchen ist 
vorläufig nur die Bede, nämlich 

immer bildlich durch eine ent- 
sprechende krumme Linie dai^ 
stellen. 

Sei deshalb AP=a-, MP=y, 
PQ=A*-, NK= Ay, so ist, wie 
in §g 10 und U gezeigt 



Ay = pAar+MAar*+NAj:'+. . 
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StdU«! wit uns min vor, die bJ» zur Berühn;iikg8Uiri6f ter^ 
längerte Ocdijude NQ.rüo&e, parallel urit sich BtUbst, gegeii 
MP hin; bis die Seiten des mit MPT ähnlichen D/d^ks YRJI 
unendlich klein ifmlen aod das TeivehwindendeDireiecft'rrM 
ein characteristiecheit -witd, so mt^ssen ih obiger -Qleichting von- 
den -in A^ey j^a^y Aa^ etc. mnltipliciHen Glbsdem/ welche 
LeibnitE Aur Abkürzung des Vortrags unendllcb kleine^ 
Grössen erster, zweiter^ dritter etc. Ordnung nennt^ 
alle Glieder^ von der zweiten Ordirang «n^ als nur rein for-^ 
melly in der Wirklichkeit aber nicht existirendy wegfidlen. 

Denn ob man eine unendlich kleine Grösse A^f=^, foiinell 

durch eine unendliche Zahl (od) dividirt, oder mit sich selbst 

multiplicirty Aa^= — ^y das ist einerlei. Da wir nun hier 

aber den unendlich kleinen UBtirschied der Ordinate MP=y 
von der unmittelbar (stetig) folgenden Ord^ufte aus- 
drücken wollen, so fordert offenbar das Gesetz der St^gkeity 
sich Ax als untheilbar zu denken^ weil eine wirkliche (angebe 
bare)^ wenn auch noch so klßu^c Grösse theilbar ist uiul e^ien 
Sprung hervorrufen würde. Kann aber Aa nicht mehr kleiner 
werden^ ohne gänzlich zu verschwinden^ was es nicht soU^ 

so kann in diesem kleinsten versehwindenden Zustand Aj!^=^-^ 

nicht weiter getheilt^ also auch nicht mit sich selbst multiplicirt 
werden, weil dies ja eine fernere Theilung involyiren würde» 
Ohnehin ist es ungereimt^ eine schon als unendlich klein ge- 
dachte Grösse in demselben Sinne nochmals wieder in un- 
endlich viele Thefle zu theilen und diese Theilungen, im PaJl 
in vorst^ender Gleichung die Anzahl der in Potenzen von 
A^ multiplicirten Glieder eine unendliche ist, unendliche, mal 
wiederholt zu denken. 

Um dae Gesetz der Stetigkeit zu befolgen, muss in. 
der Differenzengleichung 

die Grösse Ax nothwendig unendlich klein werden und dann 
die in Potenzen von A^ multiplicirten Glieder, welche in 
diesem Fall in der Gleichung keinen Sinn mehr haben, noth- 
wendig wegfidlen, oder wie Leibnitz es mit andern Worten 
ausdrückt: In einer Summe unendlich kleiner Grössen ver- 

' Llkbaen, Infinitesimal-Rechnnng. 5. Aufl. 5 
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«chwixidet eine unaaidlich kleine Grösse höherer Ordnung gegen 
die einer medem Ordnung, also N.A«' gegen MA«* und 
H A4P^ g^en jp A«r. 

I Das wegen das Gesetaes der Stetigkeit im Oeiste noch 
haften bleib0nde etste Glied j>A« nennt Leibnits das Dif* 
ferenti^al der Function F(«) und beseichnet es, weil y Stell- 
vertr^r dieser Funetion ist, (y*F(^))» mit dy. Ebenso nennt 
er A4r, in dem verschwindenden Zustand gedacht,*) das Dif- 
ferential der uni^häoogig yerfinderlichen Gbrösse x und bezeich- 
net es, um diesen Zustand anzudeuteui mit dx^ so dass also die 
aus obiger Differenzengleichung hervorgehende und das Gesetz 
des stetigen Fortschritts ausdrückende Differentialgleichung 

ganz genau 

dy=p,äx 
ist 

62. 

*)'Ein zweiter Grund, dass in der Differenzengleichung, 
wetm mati das Increiment A^, mithin auch Ay, bis zu Infini- 
teiiimalgrössen (Differentialen) dxy dy abnehmen lässt^ nämlich 
in der dann so zu schreibenden Gleichung 

dy=pdx^Udx^+^dx^+. ... 

die sogenannten unendlich kleinen Grössen höherer Ordnungen 
n^r rein formell 'enthalten sind und wegfallen müssen^ ergiebt 
sich ^.ucby wenn maU; um das Verhältniss des blossen Wachs- 
thum- Bestrebens beider veränderlichen Grössen;!?; y zu er- 
halten; beiderseits durch dx dividirt Es ist dann 

dx ^ 

Im Reehnungsresultat ist nun p eine durch einen gegebenen 
Werth von x völlig bestimmte Grösse (§ 46, 1 und 2); deren 
Quantum, zufolge § 56, nicht durch die unendlich kleine Grösse 
erster und viel weniger durch die einer hohem Ordnung ge- 
ändert werden kann, so dass also auch- hiemach; nämlich nach 

§ 56, ganz genau -^=5^, woraus dann wieder, in anderer 

Schreibweise, dy^sspdx folgt. 

*) Newton sagt: Man muss sich die verschwindenden Grössen, 
z. B. die Seiten eines characteristiscben Dreiecks, nicht denken, bevor 
de verschwinden, auch nicht, nachdem sie verschwunden« sondern im 
Moment das Verschwindens selbst! 
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Man kann auch noch so «(dessen: Aus demselben Qrunde^ 
me Mda gegen p, muss auch Hda^ gegen Mda: verschwinden 
etc.; doEin es ist 

und hier verschwindet in der Elanuner^ nach 8 56^ die Infinite- 
simalgrösse 'Sda gegen die endliche Grösse M^ folglich auch 
N(ic* gegen Udo:. 

Obwohl die gleichzeitigen unendlich kleinen Zunahmen der 
von einander abhängigen (Grössen a^ i/, nämKch ihre Differen- 
tiale da, dyy nicht angebbar sind; so können wir doch^ wenn 
y=F(4?) gegeben, ftlr jeden Werth von x ihr Verhältniss 

£u einander y d, h«, den Diffierentialquotienten -i^ angeben und 

darauf koirnnt es immer nur an. 

Die hier zusammengehörigen Differentiale der absolut und 
abhängig veränderlichen Gtrössen, nämlich dxy dy^ heissen auch 
unendlich kleine Grössen einerlei (erster) Ordnung, obgleich 
die eine beliebige mal grösser sein kann, als die andere, was 
ja von der Beschaffenheit der Function y=^V(x) und dem 
Werthe von so oder der Lage der Berührungslinie abhängt. 

*) Giebt die Gleichung y=sF(j?) construirt eine krumme 
Linie, so ist das Wachsthumbestreben der Ordinate veränder- 
lich Wir wollen hierbei drei Fälle besonders hervorheben. 

1. Wäre in der Differentialgleichung: dy««/).^!?, für 
einen bestimmten Werth von Xj der Differentialcoefficient p 
ein echter Bruch, hätte man z. B. die Gleichung der graden 
Linie y^=^^Xy woraus dy^=^,dx und man wollte hier dx als 
absolut untheilbar denken, so muss man, weil dann eine weitere 
Theihmg nicht mögUch ist, die Multiplication des Differentials 
dx mit einem editen Bruch, als eine bloss angedeutete 
Recfanungsoperation b^xachten, die vollzogen werden sollte, 
wenn dx noch theilbar wäre. So sind doch ^2, y — 1 etc. 
auch nur angedeutete Operationen, die gar nicht vollzogen 
werden können. Es hiesse offenbar der Mathematik Fesseln 
anlegen, wenn man in rein formeller Hinsicht solche nur 
angedeutete, wenn auch unausführbare Operationen verbannen 
wollte. Da wir aber einmal, der leichteren Auffassung halber, 
die Vorstellung der Bewegung mit hineingezogen haben, so 
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kAnn man auch noch, mit Ne wton^ den Begriff der Geieb^in- 
ägkeit mit am H41fe jaehmen'und .die DifferentvdgleiDhuiig' 
dt/=:^,dx auch so deuten: das Wachsthumbestreben der Or«-. 
dinate ist nicht so gross ;[ als das der 'Abscisie oder^ was das- 
selbe sagt: die Geschwindigkeit (Intensität), mit welcher, die 
parallel mit sich selbst fortgleitende Ordinate die absolut un» 
theilbar gedachten Elemente der Abscissenlinie durchläuft, istr 
nicht dieselbe als die, mit welcher sich der die krumme Linie' 
beschreibende Punct in der Ordinatenrichtung bewegt (Anal. 
Geom. pag. 19, 3). Hieraus earklärt sich auch^ weshalb die 
an Grösse noch so verschiedeneB Seit^i eines Dreiecks dock' 
gleichzeitig in den verschwindenden Zustand kommen, indem 
das Dreieck sich in ein characteristisches verwanddh.' 

Zufolge § 56 ist es aber auch gar nicht nöl^g, sich die 
eine der zusammengehörigen unendlich kleinen Grössen dx,. 
dy im absoluten Simie, als untheilbar, zu denken, weil ja ein 
endliches Vielfache eines solchen Elements noch kein wirk- 
liches (angebbares) Quantum giebt. 

2. Wäre in dy=p,dxy für einen bestimmten Werth von 
Xy der Differentialcoefficient pw"0, so würde dies bedeuten r 
die Ordinate hat an dieser Stelle gar kein Bestreben zu 
wachsen; ihr oberer Endpunct geht auf einem unendlich kleinen 
Weg Hh dx mit der Abscissenlinie parallel. 

8. Wäre endlich in ch/^^p.da, für einen besonderen 
Werth von x, der Diflferentialcoefficient jj=oo, so würde das. 
bedeuten, dass das Element der krummen Linie (welches, wie 
§ 66 gezeigt werden soU, grade ist) an dieser &elle senk-, 
recht auf der Abscissenrichtung steht. 

64. 

'^) Wir können deshalb auch, ohne in Widersprüche zu. 
gerathen, mit den zusammengehörigen Infinitesimalgrössen in 
formeller Hinsicht, wie schon § 51 gezeigt, axitBmetische 
Operationen vornehmen und dabei das Differential der absolut 
veränderlichen Grösse, obgleich es, wie gesagt, gar nicht noth- 
wendig ist, dennoch, der Einfachhrit halber, immer als absolut; 
untheilbar annehmen. Die durch solche Operationen ent-, 
stehenden Gleichungen werden immer von selbst homogen^, 
d. h. keine unendlich kleine Grössen verschiedener Ordnungen, 
enthalten, weil ja die höheren gegen die niederen wegfallen. 
Uebrigens haben wir schon angedeutet, dass der Ausdruck:. 



tmsndliiA kleine firÖBieii'höherar Ordjiungen nur üiu 
-&«deDssrt jiat, ureil e» selbst filr dn kÜliRflte Fhantwüe unmög- 
lich und ungereimt ist, eine unendlidi kteine GMsee, z. B. 
äm& Eloment einer ünie, Zeit {Punct, Augenbliek) nochmals 
wied^ in unesdlicli viele Theile xu theilen und, jrohlgemerkt, 
solche Theilangca unendiiahe and wiederholt eu denke;} 

( — ö5 = ?l Iq den vorkommenden Ausdrücken —^ und -^ 
A« / d^" da^ 

ist 'Weder der Zähler, bo^ . dw Kenner ein unendlich 

Kleines a}"' Ordnung. Eraterer Ausdrude deutet in conven- 

üoQcller Bchreibweiae eine nmabgeOpen^on und ebenso der 

«weite die nta Fotesa einer Midlichetr (^rdse p an, indem 
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*l lurltumlioher Hioilcht jedooh, abw auch nur räumlich' 
iMson siob' unendlich kleine GrÖaaeu von der zweitai und 
dritten Ordnung, aber auch nicht w^ter, geometrisch deuten, 
oder ihnen ein Substrat unterlegen. Man kann sich nämlich 
aus den unendlich kleinen Seiten eines characteristischen Drei- 
-«eks cbaracteristiBche Quadrate, Rechtecke, Guben, Prismen 
■construirt denken (dx*, dt/*, dx.di/, da' etc.). Die Ordinate 
MP^^ bildet mit der tmen^ich kleinen Absciase dx ein utt- 
'«ndHch schmlUes Rechteck, {y.dj^), welches wir wieder, jedoch 
-nnr in der Ricfatong der Ordinate, in uoeadlieh viele un«id- 
lieh kleduflze Beabtecke, (dx.dy), getfaeilt denk en können , wo 
«Uum y.dx eine unendBeK kleine 
zweiter Ordnung wäre. Ein unt 
man sich nach zwei auf einander 
ooendliob ikleine PrismeB zweiter u 
denkMi, vie es später die lategrali 
-^on itauas. 

66. 

-'' *) In dem versdiwindeuden characteristisohen Dreieck 
wM C|. 6.1) — f behauptet Leibnitz femer — fiillt das un- 
«ndtieh kleine Element Hi? der krummen Linie oder das Dif- 
ferential derselben, welches er mit da beseichnet, mit der Be- 
Tühmogslinic am Ftincte M ganz genajt zusammen und muas 
£>lglich aBoh als wirklich grade betrachtet werden, so dass 
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alfto die BerSlmuigalmie TV nichts ander«, als die Verlftnge> 
rang dieset Elemente dt ist Ancli dieser für die Folge widl- 
tige Sats Hut ndi rechtfertigen. 

Zwei anmittelbar d. b. ohne ZwifchcoiinterTall auf 
einander folgende nntheilbare Klemeote (Kürze halber Pnnote 
geoMont) mOweii nothvendig, weil an einander, in grad«- 
Linie liegen. Drei nnmittelbar (coiuecatiT) aaf einander fol- 
gende Poncte kennen zwar auch noch in grader Linie liegen, 
jedoch aach ao arrangirt seön, daw die da darchgehende Linie 
gebogen, ja selbst geknickt ist, so dass die dnrch die beiden 
ersten Puncto bestimmte Richtang nicht nothrwendig durch den 
dritten Pnnct geht. Soll ön sehr kleines Sttt«^ einer knunmeu 
Linie gebogen sein, so muss offenbar zwischen den beiden 
Endponcten wenigstens noch ein Punct (£lement) liegen, um 
welchen die Bi^ung geschah. Hieratu folgt nun aber, dass 
man ein unendlich kleines Stttck einer krummen Linie (indem 
man nöthigen&llB zwei an einuider liegende Pnnote dafür 
nimmt) als wirklich grade betraditen kann. (Yergl. g 243 
Bandanmerkung.) 

67. 

*) Weitere Ueberlegimg zeigt, dass bei Tersohieden ge- 
krümmten Linien die Elemente (Differentiale), welche man als 
grade betraditen kann, an OrSese sehr differiren and deshalb 
ebenso, wie die onendlich kleinen Seiten im charaoteriitiscbea 
Dreieck, jedes beliebige Verhältniss xu einiuider haben können.- 
Bdspiels halber denke man doh mit 
venclnedenen Radien oonoentriiche Kreis- 
bögen, DE, FG. . ., beschrieben und durch 
die beiden Puncto a, b des ersteren die 
Radien CH, CK gezogen. Die beiden 
Poncte a, b denke man sich zuerst an ein- 
ander liegend, so dass nach dem Vorher- 
gehenden das Element a& gewiss grade ist, 
80 brauchen offenbar, damit auch HK ^ 
grade genonunen werden darf, die beiden Punote H und K, 
wegen der geringeren Krümmung des Bogens FO-, nicht an 
einuider za liegea Denn fallen Sehne und Tangente mit 
dem Element ab znsunmen, so muM ea auch, der Aehnlidikeit 
halber, mit HK der Fall und folglich auch da« grössere Ele- 
ment HK grade sein. Was aber vom Bogen HK gilt, gilt 
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sofort ancfa vom Bogen ab, iaäem man sich noch mit immer 
kleiueEen Radien conc«ntriBclie Bögen aus C beschrieben denken 
kann. Wäre der Radios tinendli( 
zu betrachtende Bogenstück ein 
Hieraus erklärt sicE nan 
£lementai^eometrie nothwend^ 
kommen muss, indem nuu s: 
unendlich vielen Dreiecken, f! 
Ereisringee, oder die Seitenflät 
Kegels, als Summe von unendlii 

Heb kl^en graden Orundlinien Torstellt. Zugleich leuchtet 
auch ein, das« sich die GrSsseD der als grade zu betrachten- 
den Element» Tersohledener EreisbtSgen wie ihre Radien uüd 
ebenso die als eben xu betrachtenden ähnlichen Elemente 
Terschiedener EngelBUcheo wie die Quadrate ihrer Radien ver- 
halten. Deshalb muss auch von- der Oberäfiche einer grösseren 
Kugel mehr licht reflectiren, als von der einer klemeren. 

68. 

*) Im Vorboi^henden haben wir nun die Principien mit- 
getheilt und zu erlautem gesucht, durch deren Vermittelung 
Leibnitz die eigentliche Infiuitesimalreclmung erfand und 
begründete. Das erste Eifordemiss war offenbar, di3 allge- 
meine Regel zu finden, nach welcher man von jeder Function, 
{y^Yx), das Differential {dy^p.<Lc) angeben oder dieselbe 
^erentiiren kann. 

Da die Analjsis, namentlich die Theorie der unendlichen 
Rdben schon bekannt war, so hätte man diese zunächst er- 
forderlichen Differentialfbrmeln auf diesdbe Weise ableiten 
können, wie die Grenzmethode es thut, jedoch etwas kUrzer, 
weil ja nur das sogenannte unendlich Kleine erster Ordnung 
in Betracht kommt XAg Differentiale der trigonometrischen 
Functionen konnte Leibnitz durch die Annahme, dass die 
Differentiale keine wirkliche (messbare) OrSssen sind, sondern, 
als reine Gedankraidinge , nur das Bestreben eine solche zu 
werden anadrückea, und dass das Element einer krummen 
Linie (von aller angebbaren Quantität abstrabirt) als grade 
betrachtet werden muss, durch unmittelbare Betrachtung 
der Statt findenden Verhältnisse der Differentiale finden, wie 
folgende Beispiele zeigen; 



*) Sei fUr C!Ä=1, AM=«ä, 
MP-y. 

1. Soll das DiffenatUt der 

y ^ sin j: 
gefundea werden, so Usaen wir 
, die «bsolut veränderliche Grösse j; 

nicht sprungweise, wadern, wie es 
der eigenthümlnjhe Character der lü^niteoitnalrechnaog (das 
.Oeact^ der Stetigkeit} immer fordert, stetig wachaeo, d. h. in 
Gedanken in den unmittelbar folgenden Zustand kommen, 
so dasB im characteristiBoheo Dreieck vriS. sofort iilv=<Uc das 
Differential vom Bogen « und vr='dtf das Differential voa y, 
4- h. TOD sin« ist, und man hat, wail t)Mrs=CMP, €)P=cob« 
und AwMoi ACMP, g«iz einfach M» ; t-r « CM : CP, d. i. 
dx ; (iy'= 1 ; cos a-, also 

oder, weil n^C, trigonometrisch noch kürzer t'f=Mv.cosC, 
d. i. dy='C06xdx. 

2. Um das DiSerenfial der Fanction 

y = coaa' 

au erbalten, wo also für AM=j; jetzt CP^y und Mr^ — dy 

ist (9 20, Amkg.), hat man trigoBometrisch sogleich unmittelbar 

dy^—änx.dx. 

3. Sei ferner 

y=tgx, 
■wo also jetzt Uv = da:, AT=i', TH = i/^ ist. 

Denkt man Tit concentriscb (parallel) mit Me beschrieben 
und MP aufwärts verlängert, so bildet diese Verlängerung mit 
deni Element Mu eJa^ ^Vinkel, der den Wiajkeln Im T, « und 

i 67) Mr:TA=l:CT, 
Ti 



dx 



TS 

4. E«.«ei : 

. . j=arc8marj 

also jetzt KM=y, MP=j:, CP^Vl— ar», vr = da!, 'tH^ = dy. 

Weil nun IMvr'Ji ACMP, so «tÄyrda:— 1 :Vi— ■w*, i^orftus 

, ^ dx 

5. Sei QQCh 

alBojetzt^=p, AT=«, TE-^da:, M« = rfy, CT=yT+^ 
Da nun M«:TA=1 :CT, so ist TA^afy.V T+j' ; ferner iat 
TH'iTJt^CT-eA, (äer(tr:rfi/.yi + ar»=V'n-a;*:!, woraus 
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*) Naclidem nun die nöthigen DifEerentialformeln gefunden 
■waren, um, jede gesonderte Function diiferentür^n zu könnea, 
schritt Leip^itz jetzt zu den vielfachen Anwenduagen der 
Infinitesimalreclinutig und zwar zunächst zu dem ihre Erfiu- 
dung veranlassenden Problem der Tangentenziehung, welches 
er durch unmittelbare Betrachtung und Benutzung der Diffe- 
rentiale, welche nur als Hülisgrössen auftreten und immer 
wieder ans den durch sie gewonnenen Resultaten eliminirt 
werden, auf folgende Welse ganz einfach löste. 

Da die durch M gedachte BerUhrungslinie Tv wenigstens 
zwei Elemente mit der krummen Linie y=F(j^) gemeinsam hat 
{% 63^ 2) und also das characteristische Dreieck vrM mit dem 
Dreieck MPT ähnlich und vMr=i 
ist, so hat mau für den durch seine 
Coordinateu bestimmten Punct M 
zur Berechnung des Berührungs- 



oder gleich 

' dv ^ dx: 

und tmch, wenn man das Ellement oder Dtffarential Mv 



*) Sei für CA-=1, AM=«, 

MP=y. 

1. äoU cUs Differential der 

Functü))! 

j/ = 8inar 

gefunden werden, ho lassen wir 
j, die absolut veränderlicbe Girösse x 

nicht BprungweiBe, sondern, wie es 
•der ei^ntltlimli«;he CliarEwjter der Infinitesinudrechitiing (das 
_QeB*t^ dei: Stetigkeit) immer fordert, stetig wacbaea, d. h. in 
Gedanken in den uumittelbe,r folgenden Zustand kommen, 
80 dase im characteriBtiBcben Dreieck vril schert 'Mvw=dx das 
Differential vom Bogen x und vr=^dj/ das Diffefendal von y, 
«Lb. von sin Ä iat, und BianhiJ^ weil «Mr^CMP, CP=co8jr 
und AwMoQ ACMP, ganz ein&oli Mt- !i>»— CM:CP, d. i. 
dx : dy^ 1 : cos j, also 

oder, weil v— =C, trigonometrisch noch kurzer ii>-=Mv,coaC, 
d. i. dtf=^coixdx. 

2. Um das Differential der Function 



zu erhalten, wo also für &M.=x jetzt CP^y und Mr= — dt/ 
ist (§ 20, Amkg.), hat man trigonometrisch sogleich unmittelbar 
dtf^—eiax.dx- 
3. Sei ferner 

wo also jetzt Mv^dx, AT^y, TH = dy ist. 

Denkt man Tit coucentrisch (parallel) mit Mv beschrieben 
und MF aufwärts verlängert, so bildet diese Verlängerung mit 
dem Element Mv einen Wiü^^l» der den Winkeln bei T, v und 



woraus Tif:^CT.<ir= '^-. Ferner 'TH = 
cos j; 



75 
. 4. Ea ^•ei 

also jetzt ^=t/, MP=;r, CP—Vl^^;, , .. 
Weil nun AMw sQ ACMP, lo i«t d^ : d«*— t : > 
. ^ dx 

5, Sei nQ(h 

al80JetztAS=i/, AT = «, TH"-=(ic, Mu = <3'y, CT=yr+^ 
Da nun Mp:Ti = !:CT, so ist Tk—d i/.Vt^^; ferner ist 
TH^Ti=Cr:eA, Öder dx:d^.Vl-{-x''=i^l + ^: 



, woraus 



, dx 
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*) NacMem nun die nöthigen Differentialformeln gefunden 
waren, um jede gesonderte Function diiferentiir^Q zu können, 
schritt Leibn^tz jetzt zu den. vielfachen Anwendungen der 
Infinitesimalrechnung und. zwfir zunächst zu dem ihre Erfin- 
dung veranlassenden Problem der Tangentenzichung, welches 
er durch unmittelbare Betrachtung and Benutzung der Diffe- 
rentiale, welche nur als Hülfsgrössen auftreten und immer 
wieder aus den durch sie gewonnenen Besultaten eliminirt 
werden, auf folgende Weise ganz einfach löste. 

Da die durch M gedachte Berührungslinie Tv wenigstens 
zwei Elemente mit der krummen Linie i/=F(x) gemeinsam hat 
(g 63, 2) und also das characteristiscÜe Dreieck vrM mit dem 
Dreieck MPT fthnlich und vMr=z 
ist, 80 hat mau tär den durch seine 
Coordinaten bestimmten Punct M 
zur Berechnung des Berührungs- 

winkela t unmittelbar tST^^-=r- 
. Mi; 
oder gleich 

■ dy , dx 

osd auch, wens man da» E^ment oder Differential Mv der 



knmunen Lisie mit dt bezeichnet und beachtet, dau 




Zur BeBtimmung der Snbtangente hatLeibnitz ganz 
einfach Siiy^äxid^, woraus 

r, dx 

und weil ArMrtcAN'MP, für die Subno»male S,:y 
a>=dy:dic, woraus 

- ^ (AB 

*) Die InfinitesimalgröBsen (Differentiale) gebraucht L e i b - 
nitz also nur einfach als HOlisgrSsBen , um die Rechnung 
anzuleiten. Sie konunen als solche, immer nur in den allge- 
mänen Formeln vor. Ist 0r eine specielle Anwendung der- 
sdben die Function veränderlicher Grössen g^eben, bo kann 
man Bie differentüreo, darauf die Differentiale aus den allge- 
meinen Formeln eliminiren und bat es dann nur noch mit 
endlichen OrösBen zu thun. 

Der drund, dass diese Methode hier wieder auf dieselben 
Resultate itihrt und führen muss, wie die nach der Glrenz- 
methode gefundenen, liegt offenbar darin, dass Leib nitz das 
Element (Differential) eines Bogens als grade betrachtet, und 
die Uebereinstimmung der Resultate spricht fUr die Bichtigkät 
ne. 

ist, wie man sieht, sehr subtil, 
; dem Bisherigen und noch Fol- 
liegt dies nur an unserer mangel- 

:he zu metaphysischer Natur er- 

rÖBsere Kürze und Fruchtbarkeit, 

welche die Infinitesimalmethode vor der schwerfKlligen Grenz- 

mediode hat, nicht fahren lassen wollen, geben den Wink, sie 

üamerhin als Erfindungsmittel zu benutzen und die durch ai« 



. 4. Ea. «i , : 

^ , y = »rcBmir, 

also jetzt ^=y, MP==a^, CP^VT^i 
Weil nun AMvraj ACMP, »o ntäy.däi» 

d = ,^ 

also jetzt AS=y, AT=ä, TH — rfar, Mti = rfy, CT=yT+^ 
Da nun Mp:TA=!:CT, so iat TA = dy.VT+>; ferner ist 
TH?Ti=CTieA, o'derd«:(/y.yi-Ha!«=T''l-|-a;»:l, woraus 
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*) KacHdem nun die nöthigen Differentialformeln gefunden 
waren, um jede gesonderte Function differentiir^n zu können, 
schritt Leibni,tz jetzt Zu den vielfachen Anwendungen der 
Infioitesimalrecnnung und zwfr zunächst zu dem ihre Erfin- 
dung veranlassenden Prol|l^in der Tangentenziehung, welches 
er durch unmittelbare Betrachtung und Benutzung der Diffe- 
rentiale, welche nur als Hüllsgrössen auftreten und immer 
wieder aus den durch sie gewonnenen Resultaten eliminirt 
werden, auf folgende Weise ganz ein&ch löste. 

Da die durch. M gedachte Berührungslinie Tt> wenigstens 
zwei Kiemente mit der krummen Linie y=s'E{x) gemeinsam hat 
(§ 63, 2) und also das char acter ist) sehe Dreieck vrHi mit dem 
Dreieck MPT ähnlich und rMr=T 
ist, 80 hat m^u für den durch seine 
Coordinaten bestimmten Fuhct M 
zur Berechnung des Berührungs- 



oder gleich 

; du . ■ de- 

tgi = -f-: coti = -i-, 

und auch, wenn man da» E^meat oder Diffarential Mv der 
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krummeD Linie mit de bezeichnet und beachtet, dau in 
formeller Hinsicht da*— dx* + dy' ■= ( 1 + -^1 dx', also 

dt = yi + ^^,-dx ist (§9 51, 65) 

dv dx 

dt' da 

Zur Bestinunnng der Subtangente hatLeibiiitz ganz 
einiach St'y^dx:dy, woiwib 

r, dx 
y dy 
und weil ArMrOiAN'MP, fllr die Subno^male S« :y 
^dyidx, woraus 

' '^ dx 

ik 

*) Die InfinitesimalgröBsen (Differentiale) gebraucht Leib- 
nitz also nur einfach als HOlfsgrÖBsen, um die Bechnnng 
einzuleiten. Sie kommen als aolche, immer nur iu den allge- 
meinen Formeln vor. Ist &a eine specielle Anwendung der- 
selben die Function veränderlicher GrSssen g^eben, so kann 
man sie differentiiren, darauf die Differentiale aus den allge- 
meinen Formeln eliminiren und hat es dann nur noch mit 
endlichen GrÖHsen zu thun. 

Der eirund, dass diese Methode hier wieder anf dieselben 
Resultate führt und ftlhren muss, wie die nach der Grenz- 
methode gefundenen, liegt offenbar darin, dass Leibnitz das 
Element (Differential) eines Bogens als grade betrachtet, und 
die Uebereinstimmnng der Resultate spricht fUr die Bichtigkeit 
ne. 

ist, wie man sieht, sehr subtil, 
I dem Bisherigen und noch Fol- 
liegt dies nur an unserer mangel- 

she zu metaphysischer Natur er- 

rCssere Kürze und Fruchtbarkeit, 

welche die Infinitesimabnethode vor der schwerfKlligen Gtrenz- 

methode hat, nicht fahren lassen wollen, geben den Wink, sie 

ümnerhin als Erfindongnmttel zu benutxen und die durch sie 
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gewonneneD BeBohttta faiateriier ruaik der GrsnEnetfaode in 
prüfen, wm allerdiiigs g«io)tehen ksna. Leibnits will aber 
von dieier Cestrole niohls wiMctn. Er I^ Tiehnehr grade 
G«wiGlit auf fleine Methode, die er, vonicbt^ nnd richtig 
angewandt f&c ydlkommen richtig und ftlr beaaer hfth, indem 
die unmittelbare Betraohtnng and EikeaBong der Diffe- 
rentialveriiBltniaH den eiAideiKlen Qedankengftog Ardut nnd 
abkürzt, vie wir Khon % 69 nnd 70 an ein paar Beiapieien 
geieben habtti. In der nnmittclbareB Erkenntmg oder Auf- 
findung des VorhahniMoa nnendlidi kleiner Orfisaen liegt 
eigentlich die Kraft nnd Atic eigeutUofae Oeiat der InfiniteaünaL- 
rechnang; denn bei den meisten Anwendungen deraelben, na- 
mentHoh auf Mechanik und Fliyük, konnaen Fftlle vor, wo man . 
gar nicht au« bdkaimten Functionen Terttnderlioher GrCsna 
-die entajffediendenDiffQreiltialTerhiltliiaae (durch Differentiiren), 
■ondom grade umgekdirt, aus unmittelbar (ohne Rechnung) 
la erkennenden Diftrentialen oder auch Bifferentlalverhält- 
niaaen die entiprechende Function (durch Integrirem) zu finden 
sucht. Aus diesem Gh-nnde ist die Leibnitz'sche Methode 
die natürlichate und beste. 



72. 

*) Nachdem wir nnn die ursprünglichen Vorstellungen 
Leibuitzens, des Erfinders der Differentialrechnung (!6S4) 
mitgetheüt haben, bleibt uns noch Übrig, auch Einiges über 
die von Newton etwas frtlher erfdndene, aber spftter ver- 
Sffentjichte Floxionsrechnung (1687) zu 
als nnaert Wiss^is weder ein deutscl 
-Lehrbuch dieselbe auch nur erwähnt. 

Newton betrachtet nämlich alleA 
stetige Bew^ping (Flnx) erzeugt, ein« 
Bewegung eines Pnootea, eine Fläche 
einer linie etc. Jede so erzeigte Gtröi 
oder fliessende GrOsse (Fluente). IHe Geschwindigkeit, mit 
welcher eine Linie ffiesst^ ist dieselbe, als die Gksehwindigkeit 
des ne beschrdbenden Pnnctes. Die Gescliwindigbäit, mit wel- 
cher dne Elä^ fliesst, ist dieselbe, als die der sie erzeagendcn 
Linie etc. Jede stetige Function zweier verändeifchen Grössen, 
j/mr='p(t), kann man nun immer durch äne Linie doi^esteUt 
und die Linie selbst dnrcb die Bewegung eines Funotes be- 



t. Polar 'OlelolituicsD. 
78. 

£a ui r =-/[&) di« Olaiehiing einer «of Polarooordinatea 
beiogeiieii krammeii Linie, VZ ein StUek denelben, bo ist 
dadurch tüi jeden auf dem mit dam Badnu ■« 1 betohriebeuen 
AbidaseiÜEnH abgesteckton Bt^n om^-B der zugehörige 
Badiua veetoF AM^^r, laitUn die Lage des Panctee M be- 
•timml (Hdbere Oeometrie pag. 17.) 

Denkt nan aidi dareh dieeen bestimmten Punct M eine 
BerUhmngsHnie gezogen und dieselbe bis an die auf dem Radius 
vector errichteten Senkrechten TN verlängert, sohdesthier 
fiir den Punct M HT die Tangente, AT die Snbtangente and 
MK senkrecht auf MT die Kormala und AN die Subnormale. 

74. 
AafjBabe. Allgemeine Formeln anzugeben, nach welchen 

man die eben erklärten vier Linien in jedem besonderen Falle, 

wo r^^S) gegeben ist, berechnen kann. 

AiiflSflong !■ Um zuerst den 
Winkel a oder ß zu finden, welchen 
die Tangente mit dem Radius vector 
oder mit der Subtangente macht, 
laaise man den Bogen om=0 um 
das Stiick nm=-=A& wachsen, so 
wird auch der ILadius vector AM=r 
sich »un ein Stück, N'Q= A»", än- 
dern, welches gisphisch dai^estellt 
ist, indem man aus A mit AM den 
Kreisbogen MQ beschreibt. 

Aus der gegebenen Gleichung 
r=f(&) fol^ nun r + Ar 

=/(©-+- A0) oder 

Imagination ie confioed, ai it were, to a point, and without proper care, 
inBciiBibly involv'd in metaphyBical dif&coltie*.) 

Ob man, wie Leibnitz, Poieson, Herbart u. A., das unend- 
lich Kleine ernstlich flir ein wirklieb nnltieilbai'e« Element oder wie 
andere, und nm dadurch, wie mau meint, jade melaphfnsotie Schwierig- 
keit 2u beeeitigeo, nur für eine aüUliche Fiotiou nehmen will, um bequem 
und tcbnell die BechBitng einmleiten, ist für die BechuiuK statt gleich- 
gültig, da ja dag Eine wie das Andere esm Ziele fUhrt 
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• • • • 



Ist nun mn«ii*A0, so ist ]^=«r.AÄ Dividirt man 
nun ktstere Gleichung beiderseits durch r.AS^ so erhält man 

gQ,nämKch:. 

Ar dr , M.AÖ , 

-r — : r. . • • 



rAQ rdQ 

Denkt man sich den Bogen MQ sehr klein^ so würde der 

N'Q 
Quotient jg^ näherungsweise gleich der trigonometrischen 

Tangente des Wlnkek ß sein. Um aber dies4 trigonometrische 
Tangente ganz genau zu erhalten, müssen wir AQ bis zu NuU 
abnehmen lassen, alsdann fallen lichter Hand in letzterer Glei* 
chung alle Glieder bisr auf das eipite weg |ittd wir erhalten 
durch gleiche Schlüsse wie in § 8: 

^ dr rdQ 

'^^-Tdö' *«"-dr'' 

I 

*) Auflösung 2. Die Infinitesimalmethode macht weniger 

Umstände. Hiernach ist das Differentiial des Bogens om = dQ, 
der Bogen MQ=rd0. (§ 67.) Aus dem bei q rechtwinkligen 
verschwindenden (characteristischen) Dreiecke nqM. hat man un- 
mittelbar: tgaÄS-r-: S*: r*=sird&: dr, woraus &t^=r^-T- etc* 

■ ^ dr ^ dr 

Beispiel 1. Für die Archimedeische Spbrale hat man 
(Höh. Geom. § 96) 









a 

'27t' 


0, 




dr 
d& 


» 


a 

27t \ 




de 

dr 


27t 

a 
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Es ist also ^er nach d^en vorhin ^^itwickelten allgemeinen 
Formeln 

^ dr ^ 271 a 

Die Tangente de« immer gröaaw w«>deiidcaWink^°«len die 
Berühnmgslinie mit dem Radius vector macht, ist also imftier 
gleich dem Polarwinkel Q. Für 0=^») steht die Tangent» 
senkrecht auf dem Radic* veetor. Femer hat man 

s,=r»— — — &*■ s — *:=A. 



Die Subnormale ist also constant^ wie bei der Parabel. 



Beispiel 2. Für die Exponentialspirale hat man 

d© 

Die Tangente bildet also in jedem Ponct mit dem Kadiu» 
vector immer denselben Winkel «==45^ Auf diese Eigen- 
schaft gründete H. Steinheil die Erfindung seines ingenieusen 
Wurfgeschützes, mit welchem er accurate Namenzüge durch 
eine tannene Blende sdioss. Ferner ist 

S^=Äe^=r5 T = ry25 

S„ = e^ = r; N = ry2. 

Es sind also St und S» und ebenso T und N immer gleich 
gross. 



ai 



Asymiptoteii. 

n. 

In der analytischen Geometrie (§§ 55 , 56) ist schön der 

«ehr merkwürdige Umstand besprochen^ dass es ins Unendliche 

laufende krumme Linien giebt; die sich einer endlosen graden 

Liide^ Asymptote genannt; immerfort nSbern; ohne sie jedoch 

^e Y(>flig zu erreiehen. Aueh ist daselbst bei der Hyperbel 

nachgewiesen^ dass die Asymptote einer krummen Lime^ wie 

4ineadlidi nahe sie ihr auch komme(n möge ^ doch nicht (wie 

Vide behaupten) als eine BerUhrungslinie denselben betrachtet 

^werden darf; wddie im Unendlichen einen Rmet mit der 

krummen Linie gemein hätte^ weil dies Ja einen Wi&rspmeh 

-enthalten wUrde^ indem die Gemeinschaft eines solchen Panct^s 

^s vermeinte Unendliche zuglddi wieder au einem Endlichen 

{Begrenzten, Vollendeten) machen würde. Die Unendlichkeit 

Ist ein Prädicat für Gedankendinge , mit deren Construction 

'wir niemals fertig wenkb. Es ist etwas ganz Anderes/ durdi 

den Hülfsbegriff der BeiT^img sich eine endliche Git^sse in 

unendlich kleine (unmessbare) Theile getheilt zu denken^ als 

•das unendlich Grosse zu fksseü. Ein Punct^ delr sich nach 

grader Linie mit Millionen M6]J(9^ ^Geschwindigkeit bewegt^ 

l^ommt in aller Ewigkeit nicht zu Ende. 

Gauss sagt: ;;Der Gebrauch einer unen^dKdien Grösse^ 
^ds einer vollendeten, ist in d^ Matbemutik niemf^ls erlaiü^t. 
Das Unendliche ist nur ejbe fa^OA de parier, indem majn eigent- 
lich von Grenzen spricht, denen gi^wi&ise VerhältoiBse^so a:uUie 
^ommen^ als. man, will, während anderen <ohne Kixischränkung 
^u wachsen y erstattet ist Hierin x ist .aji^er nichts Wider- 
iiprechendeß, wenn der endliche Menseh sich nicht .ve|rmi3at, 
etwas Unendliches als etwas Gegebenes und von ihm mit 
«einer gewohnten Anschauung zu Umspannende^ betrachten 
2u wollen."*) 

Genau betrachtet ist es die flüchtige Phantasie ^ welche 
vns augenblicklich eine Pforte zum Eingang ins Unendliche 
vorgaukelt, die aber, sobald wir in unvollendeten und unklarcin 
O^edanken angelangt zfi sein w&hnen, sofort wieder in endlose^ 
I^ebel v^chwindet. „L'wfini.e9t. le gouffi:^ oü se perdant 
nos pens^es." 

'*') Briefvrechsel zwischen Gauss und Schumacher, herausgegeben 
^on C. A. P. Peters. 

LftlMen, Infiniteiimal-Seclinang. 5. Anfl. 6 
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76. 

Denken wir uns z. B. die ^continoirlidie Linie oonstmirt^ 



die aus der Function 



^^V» 



entspringt, so ist klar^ das» man Skr je4e» +x gleiche positive 
Oifdinalen erhält ^ die mit immerfort waeheeftden +x kleiner 
werden, als jede angebbare Grösae. Die Achse der -iye ist hier 
also eine Grenae, wel<^ die ihr augekehrten Aeste der knunmen 
Linie so nahe kämmen, als naan will, sie deshalb aber selbst 
im Unendliehen <in der andeM Welt) nie vdUig erreichen, weil 
die Ordinaten nie absolut Null werden, weil dies ja gleich- 
bedeutend wäre, die Grösse a durch Theilung gans eu yer- 
niditai. Setat man also, um in der üblidien Bildersprache am 

schreiben, a=+<x>^ so wird — ^ nicht absolut Null, sondern 

^me Infinitesimalgrösse. Die Achse, der ^ ist daher keine Be- 
jtühnmgslinie^ sondern «ne Asymptoiew 

So lange in y^=^—^ das ^ noch einen endlichen, wenn 

auch noch so grossen Werdi hat, hat auch die Potentiirung,. 

oder der Exponent 2, einen Sinn. Das Symbol — ^ aber drückt 

eine unmögliche Operation aus, indem es ungereimt ist, eine 
unendlidie (uüvollendeti^ Grösse potentSren äu wollen. Deshalb 
sind auch iit Ausdi^cke : unendlich grosse Grössen höherer, 2ter,. 

3ter Ordnung blotee Redensarten und ihre Bezeichnungen 

00 », 00 *,. . . ein blosse» ZeiöbenspWl, nur rein formell, welches, 
jedoch, bei gehöriger Aufinerksattifceh, nie auf IrrHiümer fUhren 

kann, indem man in kritischen Fällen, statt oo , — nur sehr 

' • ' ' - • . • ' üb 

grosse und sehr kleine bestimmte Zahlen zu seteeü braucht. 

Nehmen wir in }f^=-j die Abscisse x**=+l, so , erhält 

man die Ordinaten y^=^ü. Lassen wir ntm +^ immerfort 
kleiner werden, fto Wftdisön tiBe Ordinaten ins Unendliche und 
überschreiten also jede noch so grosse angebbare Zahl. Dass 
aber auch die Achse der y keine Berührungslinie, sondern eine 
wirkliche Asymptote ist und folglich kein Punct der krummen 
Linie in die Achse selbst fällt, mithin auch beide Aeste nie- 
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mak zusammenstoBsen, folgt aus dem vorhergehenden Kaison- 
nement (§ 75) und auch aus der Gleichung ^=— ^ die man 



X' 



.a 



auch BO schreiben kann: «»s+y— (AnaL G^om. § 67, b), und 

woraus man sieht;, dass für y«» od die Abscisse x nicht absolut 
Null; sondern eine Infinitesimalgrösse wird. 

Setzt man in v=~^ die Abscisse .r=0, so wird formell 

x^ ' 

y=--. Dies Symbol darf aber hier nicht als eine wirkliche 

Ordinate der krummen Linie angesehen werden , welche auf 
der Achse der y abzustecken wäre^ sondern als eine nie zu 
erreichende Grenze der Tangenten ^ welche an die krumme 
Linie gezogen werden können, üeberdies hat es keinen Sinn^ 
eine Gbösse, a, durch ^ne absolute Null zu dividiren, weil 
selbst in einer unendlichen Einbildungskraft kein Quotient ent- 
springen kann; der mit der absoluten Null multiplicirt; die 
Grösse a wieder gäbe. Es deutet also hier das Zeichen 

— asoo^ oder; indem man statt der Null besser eine Lifinite- 

simalgrösse setzt; v , , ^^ an, dass die krumme Linie längs der 

positiven Ordinatenachse ; zu beiden Seiten derselben; ohne 
Ende fortläuft. 

77. 

Die discontinuirüche Linie ; deren Gleichung f/=-g ist; 

hat offenbar dieselben Asymptoten; wie diC; deren Gleichung 

v=-^ Erstere nähert sich aber.filr x^l der Abscissenachse 
^ x^ 

viel rascher; und für x<il der Ordinatenachse viel langsamer; 
als letztere. Dies ist die einzige Deutung der Symbole — ; 



OD 



a a 



QO *' 00 



^ etc.; 80 wie, wenn dx eine Lifinitesimalgrösse bedeutet : 



Anmerkung. Man kommt bei diesen Betrachtungen un- 
willkürlich auf die Vorstellung; dass krumme Linien mit unend- 
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liehen Schenkeln in grade Linien ausarten können^ und dann^ 
wenn sie zugleich Asymptoten haben^ in einem untheilbaren 
Abstände mit denselben parallel laufen. Dieser merkwürdige 
Umstand ist es eben^ welcher Gauss zu der Behauptung be- 
rechtigte^ dass in der Euklidischen Geometrie ein vollkommen 
strenger Beweis über den Parallelismus gar nicht möglich ist. 
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Die Function xy — ay^^bx=^^^ woraus 

bx 
X — n 

• 1.x />• _i_j ab-\'h.dx ab , ja- 

giebt für x==^a±_dxy 3/== — ~- *=-p— = j^oo; und tur 

^=+00, y=- =6. Die ihr entsprechende krumme 

+ 00 
Linie hat also zwei Asymptoten, wovon die eine, im Abstände 
= a, mit der ganzen Ordinatenachse, und die andere , in dem 
Abstände ^=^by mit der ganzen Abscissenaehse parallel geht; 
auch weisen die Vorzeichen + zugleich noch nach, an welcher 
Seite die beiden getrennten Zweige der krummen Linie liegen. 

Die obige Function, auf x reducirt^ giebt 

y—o 

und für y = 6 + dy, a? = — ^— 1 — ^ = 37;t-== + «>; ferner für 

y=+oo, ^=r T'^^f ™^*^ dieselben Asymptoten. 

1 

79. 

Sind also die etwaigen Asymptoten einer krummen Linie 
die Achsen selbst, oder laufen sie mit denselben in bestimmten 
Abständen parallel, so sind dieselben, wie in den vorhergehenden 
Beispielen gezeigt, leicht zu finden. In diesem Falle ist nämlich 
y = co für aj=0, oder j;=a, unda?=o6 fUryassQ, oder^=sd. 

Haben die Asymptoten aber andere Lagen, so ist es in 
der Regel am besten, sie nach folgender, ganz allgemeiner 
Methode zu bestimmen. 
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Angenotnmeii , es sei BMK ein Stil«k emer krummen 
Linie, deren Gleichung y = F(,r), und DS ihre etwaige Asym- 
tote, D tmd E ihre zu findenden' DurchBcimittspuncte mit den 
Coordinatenachsen. 

Denkt man sicli durch 
einen Punct, lit{x,y), eine 
BerührongBlinie , MT , ge- 
zogen und dann den Beruh- : 
rungspunct H immer weiter 
üher N hinaus gerückt, so 
werden aoeh idie Purch- ^ 
Bclmittspuncte T und C/ ' 
immer näher an D und E 
rücken, ohne de für a*=ao 
fiberschreitea, j» selbst nicht 
erreichen zu können. * 

Man Vat «1h^ mu-- die beiden Linien- AT und AC als 
Functionen tou x auszudocken und zuzusehen, ob diese Linien 
für Ä^ao (vorausgesetzt, dass y nicht imaginär wird) endlich 
bleiben oder unendlich werden. Im ersteren Fall giebt es eine 
Asyaiptote, Üi ^nd^ren Fall kdae. "WüA die ^e LiAii' end- 
lich, die andere unendlich, ao geht die Asymptote mit der 
einen Coordinatenachse parallel Werden beide Linien, för 
x=<x>, gleichzeitig InfinitesimalgrÖBsen, so geht die Asymptote 
durch den Anfangspunct. Da aber dieser Eine Punot die Lage 
derselben nicht bestimmt, so muss man in diesem Falte die 

Grenze des Ber&brungswinkels r (nämlich tgTE»-pJ suchen. 

Weil wir in der Figur AT negativ und AC positiv angenonunen, 

und also AT— «-:^S(UndAC=«— ÄT.^jSokat man (§4«) 

' ^T=— »I M 

,^-*-«S :•■••: <•) 

Hierin sind v und -r- Functionen von x. Substitnirt man 
" dx 

diese Functionen und setzt dann x=<x>, so findet man die 

Gtrenzwerthe von AT und AC. 



Bslapiel 1. Ist die Gleichung der krammen Linie 



ig NnlL*) Die 



folgt aber für 



a;s=« und mit Berttcknchtignng des dof^ehen Voraeichens 



BalMplsl % Für die krumme Linie^ dsreD Oleicdiung 

y=«-t- — + 2n 

-_. i ^ dy . a* «* — a* <i''i ** 

ut, iiat maa^p — I jO=- — 



a — « — 1 X 



Für * = «> ist AT«= — Ja und ÄC — 2a. 
Für x'=±dx Ut y=±<», AT = 0, AC— +<«. 
Um also keine Asymptote zu verfehlen, muBS man aach 
y = oo setzen. 



*) Strenge itenommea nicbt sbaolut Nnll, sondem onendUch kleb, 
weil der Fnnct T der Tangeote TH von der Aajmptote, all nie TÖUig 
SU erreichende Qrense der Tangenten, um eine InfinfteaimalgröeM ent- 
fernt bleibt 



viertes Buch. 



Besthmnng des wahren Werthes einer Finetien tqi 

der nnliestiliHten Form: 
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Jliine geibroehme Foncftion kann ftr einen besondem W^h 
der veränderlichen Grösse auf die Form ^ führen , die man 
nicht als bedeutungslos übersehen^ sondern deren wahren Werth 
mKn beptnnmen musi^. 

Constmiren wir z. B. die Function 

' ^*— 8 
**** 2(^ — 2)' 
60 hat man für ^=«0, 1, 2, 3,. . . . . 

Auigenoomien iür ^9*>2| erhäU DAaA.% jeden aindem 

positiv^i^ oder n^ativen Werth von a einen bestimmten 

Werth Ar y. Es drängt sich deshalb der Gedanke auf, dass, 

weil die Puncto für Abscissen, so nahe an 2, ab man will, 

stetig auf einander folgen, auch für die Abscisee x=^2 die 

Ordinate y«>"^ einen bestimmten Werth haben und die 

^« g 

gebrochene Function -^ ^ stetig sein muss. Dass ,§ie es 

wirklich ist, ergiebt sich, wenn man Zähler und lleiln^ durch 

*-2 dividirt. Dann hat man #4.-^'^±|?^±i, und da 

2{a — 2) ^2 ^ 
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nun beide, nur an Form verBchiedene Ausdrücke fUr jede» 

bestimmte x einerlei Werth haben müssen , so muss auch für 

^=2, §=6 sein. 

Dasselbe findet man auch durch Benutzung der Infinitesi- 

malgrössen. Setzen wir nämlich, um beiderseits unendlicK 

nahe an den Punct der krummen Linie zu kommen, dessen. 

Absdsse «=2 ist, 2 + da? statt 2, so ist, weil höhere Potenzen 

, . , . . „ (2 + Ar)»— 8 + 12. Ar 

von dx eegen mednirere weirfallen, ^.^, ., — ^= "7 ^ , 

=4~6. Der Quotient ist eine endliche Grösse und hat nur 

^s g 

ein Vorzeichen, als Beweis, dass die Function-r-7 -^ con- 

Die gebrochene Function — j- dagegen, welche für xs=^^ 

X 

ebenfalls auf das algorithmische Symbol ^ führt, erkennt man. 
auf den ersten Blick als eine discontinuirliche. Denn denkt 
man sich für x sehr kleine, der Null immer näher kommende, 
sowohl positive als auch negative Brüche gesetzt, so- 
leuchtet ein, dass der Quotient sowohl im positiven als nega- 
tiven 'Sinne über alle Q^Fßnzen wä^biit,. «nrl dass aldo. für:/ir=0' 

der Bruch -^=^=+60. ' "' 

Die ganze Ordinatenachse der Linie^^««'- — ^^^Ut ein& 

t l .1 • » 

Asymptote. Die Abscissenachse wird nach beiden Seiten hin: 
unzählige mal durchschnitt;en, w^il der Zähler sin^ für wach- 
sende + x abwechselnd positiv und, negativ und l^vül ist. 

Setzen wir in — ^ , um ^n^ttdlich v§!ke an den Punct zu. 

x^ 

kommen, 'dessen Abseisse xi^(h ist, j^dx stütt vaA be- 

'"'''.'' siü«z/ 

denken^, dass sin^4;=p^, :,qo ist hier für ;i»=0, y— ^p»;^ 

' X 

' Ferner ist für *A'^-jl=il^,-« »etc. (§76.) 

X t CfiX 

Man kann auch die Lehren fler Ajfi^lysis zu Hülfe nenmen. 
So ist a. B. «tAfiÄlyBii^ 8>«öf) 



sin^ 



X^ ' X* ^ ' X 
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Lässt man nun, sowohl von positiver als auch negativer 
Seite her, a^^^f^ werden, oder setzt - statt vr die Infinitesimal* 

grosse +dxy üo hat man wieder — ^=»+00 fiir a?=ö. ' 

•Dife Ursache, weshalb 6ine gebrochene Function, -ir^f fiir 

einen gewissen Werth von. ir- auf die unbestixnmjfe^ !E^onn ^ führen 

kann, liegt also offenbar darin, weil Zähler und Nenner einen 

Factor gemein haben, der für diesen Werth von i>? v^rtrch^ndet. 

Obgleich mn, so wie in vorbergeboBdon Beispüelen^ a^(^ 

in anderen Folien, wo eine gebrochen^ P^nctioi^, -^r^, f]ir 

einen besonderii Werth von 'a) den wir mit «ö bezäidbtttefi 
wollen, auf die Form' ^ ftthrt, der gemeinschaftlidhe Factor 
von F(a) und f{x) sich immer nach den Lehren der Analyöis 

entfernen, und der wahre Werth von ,; v =^ bestimmen 

lässt, so geschieht dies doch in vielen Fälleji leichter durch 
Differentialrechnung, wie der fegende § zeigen wird. 

* 

Setzen wir in der gebrochenen Function -7r~\9 welche fiir 

^=0^0 auf % fiihrt, Xq + K statt a und entwickeln sowohl 
Zähler als Nenner, jeden besonders, nach dem Taylorischen 
Lehrsatz (§ 46), so ist 

oder weil rechter Hand im Zähler und Nenner F(jpq) ünd'y(aro) 
Null sind, nach Weglassung derselben und darauf folgender 
AULÜrzung durch h '^ 

F(^o + A) ^ F(^o) + iFta?o).A+ .'. . 

Ä^o + h) /(^,)+iy"(^,).A+... ^'> 

Setzt man nun beiderseits A^^S, oder A«b einer Lifinitesimal- 
gr^wse, so ist auch . - / 

d. h. also, wenn eine gebrochene Function, -tt-t; fiir einen 
besondem Werth von ^«»^o ^^ ^^^ unbestimmten (viel- 
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deutigen) Ausdruck f fUhrt| so findet nutn den wahren Werth 
desselben, indem man gana ein£ftch 2iähler und Nenner des 

Bruches -4-^. jeden besonders, differentürt und durch dx 
dividirt. alsdann in -^-l filr « wieder denselben Werth x^ 

substituirt. Sollte auch jT/^I wieder auf 4 f&hren, so muss 

/W - 

man dieae Operation wiederholen und Zähler und Nenner der 

Function -^W aufs Neue differentüren etc. Dies folgt auch 

aus der obigen Entwickelung (i), wo dann im Zähler und 
Nenner die beiden ersten Glieder verschwinden. Dividirt man 
darauf durch \h^y und setst A««vO; so ist in diesem Fall 

c Beispiel 1. Für ^—2 ist 

2(a:— 2)'"o'* 2 "** 

^Beispiel 2. Für ;r=0 ist*) 

1 — cos^ sinx coso; l 






x^ 24? 2 

V Beispiel S. Für ««^dO^ ist 

r 

cosar — sina?4-l — sinx — cos^ 
cosÄ — sinj? — 1 — sin« — cos« 

[/Beispiel 4« Für «ssa ist 

a — X — aia-^alm (2dm? — x^)^ - 

a—'Viax—x^ Ö X 

82. 

Aufgabe. Man bestimme die Werthe folgende Functioiiw : 



*) Es ist (Analjfis 9 80) 



a:» «« 1.2 



(für a:— 0). 
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1. Für or — 0. 

2. Für«— 1. ^ 

Auflösung. Man findet der Reihe nach die Werthe: 

X 



83. 

F(a?) 
Giebt die gebrochene Function -7^ fiir Ä?a=sa:o den Aus- 
druck ^y f^ lä98t uch di^iMT FaU wf den voiiMrgebwden ^ 
BOfficUUire«« Dwa ist F(a;J und f{x^ »»op, oo iit , 

1. ■ ■ 1 

* und s — V =0. Nun ist aber 



1 

F(a^) « /(5l) W^o)]-^ ^ , [/(^)]-^/'^o „ [FW]«./(a:o) 

[Aafo)]*.F^(*o) "■ A*o) ' 
F(a?o) „ FOcg) 

Die B^get. bleibt alao gans. dieselbe, urie in § 81. So ist 
z. B. flir ;i:=90<> 

tg5a? ^ 5 X 5co»^g __^ 

tg« ** C0B*5a?*C0B*ar C0B*5a? * 

• — lO.cos^.sin« ain2a; ^ 



-10.co85ar.8in5;r sinlOo; ® 
2 CO8 2 j; — 2 



lO.coBlO^ — 10 



-i 
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84. 

Führt das Product F(.t?)./(a?) für a?=a-o auf die Form 

O.oo, wo also F(^o)=ö ^^^ y(^o)=°^ ^^ ^ I^^* ^^^^^ *^^^ 
dieser Fall wieder auf ^ oder ^ zurückführen. Denn es ist 

F(xo).M)-0.ao=lM^^^=ö, mithin 

F-C^o) 



F(«o).X«o)=0-*=— 



IX^)]-V(^o)* 

• I . t . r • • • /, 

Beispiel.. Für ^=^0 ist , 

» . . . 

Führt einci Exp<mentiallEbnbtkm/^[F|[4l)y^^; für a^j^ auf 
eine der 'Formens 0^^ <x>o^ 1"*^ do siit^e^ meat,^ uitt *iideh dtteee 
Fälle auf den vorhergehenilen ^, pder;^ zurück2ufü|iren, den 
gesuchten constanten Werlii der Function =A; so dass also 

A=-[P(^)]rt«). 

t ' » 1 

Nimmt man nun beiderseite die Logarithmen, so ist 

und man muiss nun <len 'ViTierth deti '"jgebrocheneä Ekjßonentexi 
für a=a!^ bestimmen. 

Beispiel L Für x^l ist 
Beispiel 2. Für a:=0 ist 



93 

BeiqtUll'B. fffir j^asoaist 



( 



<'*i) 



\ \ X / 2 

1 + — ) — l« = ö «"^ ^e^=e^'^^=e. 
xJ. 



Beispiel 4. Für x^WssX 



(1— a?)i-«=o<>«=« a-«)-* =^— tÄ=^i-«i. 



Beispiel 6. Für ^=1 ist 

-la-«) 



/ 1 y-* =^^^ 2. 



86. 

Führen endlich zwei gjßhrochene Functionen auf die Form 
Qo — 00 , so muss man sie auf einerlei Benennung bringen. So 
ist z. B. für ^=1 

1 1 lx—x-\-\ 

00 00 



X — 1 Ix {x — \)lx 

X ^ 1 — X — 1 i 



^—1 ^ xlx-^rx—X i»+l + l 2* 



X 



87. 

In den Fällen ^ wo die für a;=s^o ^ Zähler und Nenner 
verschwindenden Factoren auf gebrochene Potenzen erhoben 
sind und also die Reihen in (1) § 81 nicht nach ganzen Po- 
tenzen von Ao; fortschreiten können ^ wie es die Differential- 
rechnung verlangt; kann dieselbe auch zur Bestimmung des 
wahren Werthes der gebrochenen Function keine Dienste 
leisten (§ 46). Man muss dann Hülfe in der Analysis suchen^ 
welche ohnehin manchmal viel schneller, als die Differential- 
rechnung zum Ziele führt, Ist z. B. 

_ {x^—a'f 
{x — a)i 

so ist; wenn x^=a ist; y=s^. 
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Das Differentiiren (welches Her kein Ende xummt) würde 
hier nicht zum Ziele führen.*^) Man setze deshalb a+h statt 
Xj so ist 

setzt man jetzt A=aO, so ist y=:^ss(2a)'. 
Beispiel. Es ist für ;trs=a 



.y= 



x^ — 2aa!—a*+2aV2ax — a* 0* 



Setzt man;, weil das Differentiiren hier zu weitläufig ist^ 
a+ A statt Xy so ist 

2a»+2a«A — aA« + A* — 2a«ya«+2aÄ , . 

y«B3 . — ' (i) 

^ — 2a«+A»+2aya«— A* ^^ 

Verwandelt man Vä* + 2äA = a(lH j und Va« — Ä* = 

all jj in Reihen, so ist 

/ A«\i / A« A* A6 \ 

""V—ä^J ==n^-2^-8^-T6^«- > 

Dies in (1) Bubstitoirt vmd' geh(>rig reducirt, kommt 
. A* . Ä» ,1 - Ä . 



4a* *a* ■■• 4a« *a* 

Setzt man nun A=0, so ist für x=a 

y=§=— 5a.. 



*) Aus der Gleichung folgt: yf— ««§=—= 2a, daher y>K(2a)f. 






FOnftes Buch. 



Maiima und Miiiima. 



88. 

Urine der wichtigsten Anwendtmgen der Differentialrech- 
nung besteht darin ^ diejenige Werthe der absolut veränder- 
lichen Grösse zu bestimmen^ für welche die daraus gebildete 
Function sich im Zustande des Maximums oder Minimums be- 
findet Sei allgemein 

eine gesonderte Function^ die wir uns der grossem Anschauung 
halber oonstmirt denken wollen. CD möge ein Stück der 
entsprechenden krummen Linie sein. 

Denkt man sich diese fingirte krumme Linie durch den 
Endpunct der parallel mit sich selbst fortgleitenden veränder- 
lichen Ordinate CB beschrieben^ so sieht man^ dass dieselbe 
eine Zeit lang wächst^ von C bis M^ und dann wieder abnimmt^ 
von M bis m; femer wieder wächst und wieder abnimmt etc. 

Man sagt nun^ die Ordinate MP befinde sich im Zustande 
des Maximums^ wenn die nächst*) vorhergehende und 
nächst folgende Ordinate beide kleiner sind. Bei unserer 
fingirten Linie wäre dies viermal der FaU^ nämlich bei M^ N^ 
und Q. Die Ordinate befindet sich dagegen im Zustande 



*) Wir sagen hier absichtlich: nächst (anmittelbar) vorher- 
gehende und folgende, um für den Fall, wo die Function sehr nahe 
liegende maxima oder minima hätte, keins davon zu überspringen. 
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des Minirauma, wenn die nächst vorhergehende und nächst 
folgende Ordinate beide grösser sind, wie es hier in den 
Ptmcten m, n, o, q der Fall ist. 



Um also in den Znatand eines Maximums zu kommen, 
musB die Ordinate erst eine Zeit lang wachsen iind darauf 
wieder abnehmen; umgekehrt ist es beim Minimum, da muss 
die Ordinate erst abnehmen und darauf wieder wachsen, wo 
dies nicht der Fall ist, da kann auch von einem Maximum 
oder Minimnro nicht die Rede e^. Die Parabel z. B. kann 
also weder ein Maximum noch Minimnm haben. 



Die figürliche Darstellung der Function T/aaF(;c) dortdi 
eine krumme Linie lUhrt wohl allein schon zu der richtigen 
Vorstellung, äat» für diejenigen Puncte, wo die fortglei- 
tende Ordinate sich im Zustande eines Maximums oder Mini- 
mums befindet, wie z. B. in M, ni, Q, ji die Berühruugslinie 
entweder parallel mit der Absüssenachse, oder senkrecht 

darauf sein und mithin der DifferentialcoefSoient ^ ("die tri- 

dx ^ 
gonometrische Tangente des Berührungswinkels) ^ oder 

Um jedoch dieae Behauptung zu beweisen und zugleich 
eine allgemeine Regel aufzustellen, nach welcher man den 
Werth (Werthe) von x bestimmen katui, fiir welchwi die 

*> VcraoBgeeetst jedoch, dau fiir den Werth von z, für weloheo -^ 
= 0, OB , die Fnnction selbet nicht imaginSr ist Ist 2. B. y ~ — -^x^—a*, 
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Function y=F(^) ein Maximum oder Minimum wird; lassen 
wir dieses unbekannte ^ um eine sehr kleine Grösse ^ A^, 
wachsen, so ist 

y+A,=F(.)+£.A.+g.^ + ... 
Da nun unter allen Umständen (sdbst in den Ausnahme- 
fallen der erste Differentialquotient -j- die trigonometrische 

Tangente des Berührungswinkels giebt; so ist vermöge § 47 
Folgendes klar: ^ 

1. So lange der erste Differentialquotient -^ positiv (und 

«endlich) ist^ ist der Beriihrungswinkel spitz und es wächst 
•die Ordinate (Function) z, B. von C bis M, von m bis N, 
von bis Q. 

2. So lange der erste Differentialquotient negativ (und 
endlich) ist^ ist der Berührungswinkel stumpf und es nimmt 
die Ordinate ab, z. B. von M bis m, von Q bis q, 

3. Wenn also die Ordinate (Function) vom Wachsen zum 
Abnehmen oder umgekehrt übergeht, so muss nothwendig auch 
der erste Differentialquotient sein Vorzeichen umkehren^ uDd 
mithin flir die Werthe von aSy wo dieser üebergang, also ein 
Maximum oder Minimum Statt findet, nothwendig ssQ oder 
«BS 00 sein.*) 

80. 

Es ist also klar, dass nur für solche Werthe von x die 
Ordinate (BHinction) yEBF(^) in den Zustand eines Maximums 
oder Minimums kommen kann, für welche zugleich auch der 

«rste Differentialquotient -p=F'(^) entweder =0 oder =00 

ist Umgekehrt darf man jedoch nicht behaupten, dass fUr 

alle die Werthe von Xy für welche -f- = oder = 00 ist, auch 

nothwendig ein Maximum oder Minimum Statt finden müsse. 



*) Eine Function einer veränderlichen Grösse, F'(x)j kann überhaupt 
nur ihr Vorzeichen ändern, d. h. vom Positiven zum Negativen oder 
umgekehrt übergehen, indem sie erst oder a> wird. Dia Function (o — x)* 
2. B. ist für 2; <a positiv, für a;> a negativ, für X'^a Null Die Function 

— . ri— ist für x^^a unendlich» gabt also vom Positiven zum Noira- 

tiven durch's Unendliche über. 

Lfibsen, InflaiteBimftl-Bcehming. 5. Aafl, 7 
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Dann es Ikann der erste Differentialquotient eine Zeit lang^ 
positiv (negativ) sein^ bis zu Null abnehmen (Punot t), oder 
auch unendlich werden (Punct v), und dann statt sein Voiv 
zeichen zu ändern, wieder in's Positive (Negative) tibergehen,. 
80 dass also die Ordinate von j bis I) fortwährend wächst. 
Zwischen diesen Puncten kann es demnach, der £rklärung^ 
§ 88 zufolge, weder Maxima noch Minima geben. Für ein. 

Ma^mum oder Minimum ist ausser der Bedingung ^=0 

oder =00 auch nothwendig noch die erforderlich: dass de^ 
erste Differentialquotient im Uebei^ange durch diesen Zustand 
sein Vorzeichen ändert (§ 89, 1, 2, 3), weil die nächst vorher- 
gehende und folgende Ordinate beide kleiner (grösser) s^n 
mtissen. 

91. 

Als eine ganz allgemeine Regel, die Werthe von a zu. 
linden, für welche die Function (Ordinate) y=F(j?) ein Maxi- 
mum oder Minimum ist, könnte demnach folgende dienen: 

1. Man. differentiire die vorliegende Function und suche 
den Werth (Werthe) von .r, für welchen der Differential- 
quotient F'(a:)«=0, oder auch F'(ä) a= 00 wird. Hat man diesen, 
mit Xq zu bezeichnenden Werth (die Wurzeln der Gleichung^ 
F'(^) = oder F'(a?)=oo) gefunden, so sehe man zu, ob der 
nächst vorhergehende und nächst folgende Werth dieses- 
Differentialquc^enten, d. h. wenn h eine hinreichend kleine 
Grösse bedeutet (Bdbk. § 88)^ ob F(a?o— A) und F'(^^ + A> 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Ist dann 

2. F'(xo — Ä) positiv und F'(a?o+A) negativ, so geht die 
Function vom Wachsen zum Abnehmen über, und es findet 
ein Maximum Statt (Punct M, Q etc.). Umgekehrt findet ein 
Minimum Statt, wenn F'(d?o — A) negativ, und F'(«o-HA) positiv 
ist Die Function geht in diesem FaUe vom Abnehmen wieder 
zum Wachsen über (Punct m, w, q). 

92. 

Für die am häufigsten vorkommenden Maxima und Minima,, 
wo die Berührungslinie mit der Abscissenlinie parallel geht^ 
und mithin alle Differentialquotienten stetig bleiben, giebt uns 
der Taylor' sehe Lehrsatz noch eine andere Kegel, welche 
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• 

meifttexiB viel leichter anzuwenden ist^ als die im vorhergehenden 
§ g^ebeaie gan:^ allgemeine Regel 

Ist nämlich Sq der Werth^ für welchen ys=F(^) ein 
MayJTPttm oder Minirnnm wird, so sind F(x« — A^) und 
F(a:^ + A^) die nächst yorhergehenden und nächst folgen- 
den Ordinaten. Oder, indem man diese beiden nächsten Zu- 
stände nach dem Taylor 'sehen Lehrsatz entwickelt: / 

WO die Glieder mit graden Potenzen von +Aa? in beiden 
FäUen dieselben Vorzeichen haben. Da mm aber, sowohl 
ftir ein Maximum als Minimum der erste Differentialquotient 
F'(a?o) = ist, so bleibt uns noch 

Je nachdem nun . f)ir denselben Werth Xq , fiir wdchen 
der erste Differentiaiquotient F'(a:o)"=-0 wird, der zweite Dif- 
ferentialquotient F''(4?o) positiv oder negativ ist, wird die 
Ordinate F(a;o), sowohl rückwärts als vorwärts gleitend, wach- 
sen oder abnehmen, d; h, die unmittelbar vorhergehende imd 
folgende Ordinate F(^o — A^) und F(a*Q + A«) grösser oder 
kleiner als F(j?o)> mithin letztere ein Minimum oder Maxi- 
mum sein. 

98. 

Zur Bestimmung derjenigen Maxii^a und Minima, wo die 
Berührungslinie parallel mit der Abscissenachse geht, lautet 
also die einfache Regel: Man setze den ersten Differential- 
quotienten F*(ai) = und substituire den Werth ^o, welcher 
dieser Gleichung Genüge leistet, in den zweiten Differential- 
quotienten F"(^). Je nachdem dieser dann positiv oder negativ 
ist, hat man ein Minimum oder Maximum. 

Zusatz. Es kann sich treffen, dass für denselben Werth 
^0 , fiir welchen der erste Differentialquotient == wird, auch 
der zweite Differentialquotient = o ist, alsdann hätte man noch 

i 

Ist nun der dritte Differentialquotient F'"(äo) positiv, so 
wird offenbar (§ 46, 5) mit wachsender Abscisse (-f- A^) auch 

7* . , 
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die Ordinate F(xo) wachsen , und mit abndimender Abscisse 
( — Aa?) abnehmen^ weil ( — Aa?)' = — AaK Es ist dann 
F(xo — Ao?) <F(a?o) und F(xo + A«) > F(a?e). Ist der 
dritte Differentialquotient negatiy, so hat man umgekehrt 

F(«o — A«) > F(«o) «nd F(«b + A^)< F(äo). In beiden 
F&llen kann also F(xo) weder ein Maximum^ noch ein MinimuTn 
sein (§ 88). 

Ist aber für denselben Werth von x, für welchen sowohl 
der erste als zweite Differentialquotient = ist, gleichzeitig 
auch der dritte =0, so hat man noch 

FU+A.)=F(^)+Frv(.„).^^VF^(.).^|£f+.... 

und es ist dann F(a*o) ein Maximum, wenn der vierte Diffe- 
rentialquotient negativ, ein Minimum dagegen, wenn er 
positiv ist etc., d. h. wenn flir einen Werth von x^^Xq mehrere 
auf einander folgende Differentialquotienten vom ersten an 
gleichzeitig verschwinden F'(«b) = 0, F"(«o)«=0 etc., so findet 
nur dann ein Maximum oder Minimum Statt, wenn der zuerst 
nicht verschwindende von grader Ordnung ist. 



94. 

^^ Aufgabe 1. Für welchen Werth von a: wird 

ein Maximum oder Minimum? 

Auflösung. Nach der gegebenen Regel ist hier 

3"5^=a?2— 4^+3, 

da ^ 

- ^,= 2^-4. 

Aus ^2 — 4ä?+3 = folgt a = 2±l. 

dhj 
Für Ä=3 wird -3-^=2. 3 — 4 also positiv, y ein Minimum. 

Für a?=l wird-T^=a=2 — 4 also negativ, y ein Maximum. 
Und zwar ist das Minimum =5, das Maximum = 6-^. 



<> • • • 



-6j:8+12ai»— 10a;+3 



Aufgabe 2. Man beBtimme die Maxima oder Minima von 
der Function 

y— ^ |vc*+4j;' — 5*»+3;c+l. 

Auflönuis. AtiB der Gleichung 

dy _ 

findet man, daas lie die vier reellen Wurzeln 1, 1, 1 und 3 
hat (ÄnalysiB 116.) Um zu entscheiden, ob für x-^\ und 
X'^Z ein Maximum oder MinimiiTn Statt findet, substituirea 
wir diese Wertbe statt x in 

-2 = 4a.»_i8:c*+24j!— 10. 

Für j; = 3 iat -r^ poBiÜT, daber ein Minimum ^^0, 1. 

Für ic^l bingegen ist auch ^(=0, deabalb müasen wir 
noch weiter differentüren 

dx' 
Für xs=\ ist auch der dritte 
der vierte aber, nämlich 

-4 = 24«— 38 
aar* 

iat für x^i 1 negativ. Für x= 1 iat alao y ein Maximum = 1, 7. 

Anmerlmng. Der Grund, dasa für denselben Werth von x 
mehrere succesaive I>ifferentialc|notienten = werden können, 
ist leicht einzuaeben. Ll obigem Beiapiel ISsat aich der erste 
Differentialquotien^ in Factoren zerlegt, auch so achreiben: 

%^(x—\.y.{x—2,), mitbin (§ 22) 

g=(«-3).3(*-l)»+(a,-l)>=(*-l)«(4^-lO) 

g=,(4^_10).2(ar-l) + U-l)'.4 = (^-l)(12:e-24) 

^ = (l2a!— 24) + (a!— I).12 = 24a:— 36 



und es ist klar, dass die drei ersten Di£Ferendalt][iiotienten, 
wegen des gemeinBchaftlichen Facton x — 1, fiir j;«« 1 gleich- " 
zeitig verschwinden müssen. 

96. 

Für welchen Werth von x wird 



-M» + 7^fT7 + l T + l 



1.2.3.4 1....S 1....12 ' / 

ein Maximum oder Mimmum? (An&lysis §§ 73 und SO.) 

AnflSsung. Für x = <i wird jeder der drei ersten Differen- 
ti&lquotienten =0, der vierte aber positiv. Für jr=0 giebt 
es also ein Minimum, y=4. Man kann also auch nach dem 
Maximum und Minimum convergenter Reihen fragen. 

97, 

\ , Aufgabe 4. Für welchen Wertk von 3! wird 

ein Maximum oder Minimom? 
Jd^Aoflöaung. Man hat hier zuerst 

d^ ^"(ar— a)i" 

Dieser erste Differentialquotient 

kann für keinen bestimmten Werth von 

jc^O werden. Er wird aber oo fnr 

.■i:=a. Pßr diesen WerÜi von x steht die BerührungBÜnie 

senkrecht auf der AbseisBenachae, Um zu entscheiden, ob 

ein Maximum oder Minin»iin oder Keines von beiden Statt 

findet, müssen wir jetzt (weil hier alle DifFerentislquotienten 

tiir x=a unendlich werden § 46, 3) die allgemeine B^el 

§ 91 anwenden. 

Wir substituiren also a + h statt a>, dann ist 



Dieser erste Differentialquotient ändert also von x^a — h 
bis j: = a-f-A sein Vorzeichen. Für x^a — A ist er negativ, 
der Berührungswinkel t stumpf; fiir x^a-{-h \&t er positiv, 
der Berührungswinkel i spitz. Für 3:=a giebt es also ein 



Müiimam, y=^b. Dies kann nutn auch schon unmlttell^ aus 
der g^ebenea Function y=b-^o{3! — a)i erkennen, weil für 
jc=a, y = b und für ;B=a+Ä immer y'>b ist. 



1/ Auf^Abe fi. Eb ist von einem Dreieck, ABC, Q-rundlinie 
und Höhe gegeben, BC=:a, AKa:A. Ca soll darin, irie Figara 
zeigt, ein Rechteck, DEFG, so gezeichnet werden, das« der 
Flächeninhalt desselben mögUchtt gross (ein Maximum) wird. 

Auflösung. Es sei die unbekannte 
Höhe des Rechtecks DG- = sc, so ist 
Ah = h — x. Die andere Seite DE dea 
Bechtecks ergiebt sieh aus h^x i h 

= DE : a, woraus DE .= ^ (A — x). Der 
Inhalt z des Rechtecks ist also durch 

«otgedrückt, so dass also z eine Functioi 
liat nun 

dz 

da 
Ana K — 2j!=0 folgt x=\h und da der 
■(|notient 



negatir ist, so findet ein Maximum Statt.**) Von einem 
Minimum kann hier offenbar nicht. die Rede sein. 



An^be 6. In einem gegebenen Kreise ein Rechteck zu 
Beschreiben, dessen Inhalt z ein Maximum ist. 



*) FUr deoselbea Werth von x, fSr welchen die Function x(A -«) ein 
Maximum oder Ujninwn ist, vird eioffienbac auch dafiPnMhietT-'^x(A — x). 
. Han kann also des leichtern Bohraibaw halber bei Bestimmung der 
Maxima und Mimma einer Function von ^ die conatanten Factoren, 
womit disMlb« aiuUtpllelrt ist, gleich unberUokuchtigt lasten. 

**) In der Begel sieht man es schon voraus, ob ein Maximum oder 
Minimum Statt findet und hat deshalb selten nöthig, den oft lustigen 
aweiten Differentialquotienten au entwickeln. 



Anflövong. Sei der gegebene RadioB^r, di e Grondl initt 
des fi-agliclien RediteckB=«, also die Höbe ^ V4p' — «*, so 
Ut der Inhalt 

För denselben Werth von x, für welcben z ein Maximum 
wird, ist offenbar auch z' ein Maximnni. Wir können deshalb, 
des leichtem Differentürens halber, die Function erst rationa} 
machen und dann ist 

z' = ir'it' — X* . 

gar kein Rechteck. Wir setzen des- 
ir"— £*=0, woraus die Qrundlinie 
,y4r»~2r^^ry2 folgt Daa grösst© 
n Kreise constmirt werden kann, ist 
also das Quadrat und dessen Inhalt a=2r*. 

100. 

Anl^be 7. In einer Kugel einen ^»r- 
den Kegel zu construlren, dessen Seitenfl&cbe 
z ein Maximum ist 

AuflÖBong 1. Es sei AC=r de r Radius, 
AP = a; und MP=y, so ist J/ — V%r»^^ä*\ 
ferner BM=/ gesetzt: 2r — x: )^=X: 2r, worana 
Jt, = y2r(2r — x). Nnn ist z=y7iX, also 



3=y2r:i;— «».jr.y2r.V2r— ;r, 
2=?r.y2r.(2r— a;)y«=?ry2r.(2rj;i— vc^), 

dx ' 

AP=ar«4r. 
AuflSsong a. Sei MCP^©, so ist ^=r wn und X. 
Ir cos ^ Q, mithin ist 

z^r sin ©.?r.2r cosi 0=2r»Jr.Mn0.cofl|0, 
dz 



de' 



= cos^@.cos0 — '^sin0.sin^0^O, 
tg0.tgi0-2, 

l— COB0 
COB0 

cos0=i, 
AP— r— rcoB0= 
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lOL 

J'^AufStüt« 8. Eine ZaU, o, in zwei solche Theile zu theilen, 
dasB deren Product ein Maximum wird. 

Auflfianng. Jeder der beiden Theiler ist ^^a. 
l/Aufgftbe 0. Eine Zahl, a, in zwei solche Theile zn tbeilen, 
dasB das Product ans der zweiten Potenz des einen und der 
dritten Potenz des andern ein Maximum wird. 

AoflÖBung. Die beiden Theile sind fa und |a. 
C'Aatgtbe 10. Unter allen Brächen denjenigen anzugeben, 
der sein Quadrat am meisten übertrifft. 
AuflSsung. Der gesuchte Bruch 
,:: Aufgabe U. FUr welchen Wei 
siii;e.co8(a — x) ein Maximum oder ü 
Antwort. Aus F'(*)-»coB(a— 2a; 



PöT « = -r — -T- ein Minimtmi, und ftir ai»» — + -t- ein '. 

^Aufgabe 12. In einem graden Kegel den grösaten Cylin- 
der zu beschreiben. 

AnflSrang. Heisst h die Höhe und r der Radius des ge- 
gebenen Kegeb, so ist die Eshe des traglichen Cylindere =^h. 

102. 

Aufgabe IS, Es ist ein Stttck Pappe in Form eines Recht- 
ecks gegeben. An den Ecken sollen solche gleiche Quadrate 
wegg^iommen werden, dass, wenn die Übrig bleibenden, rechte 
winkligen Streifen 1, 1 ; 2, 2 ; senkrecht 
g^en die Fläche 3 ausborgen werden, 
der entstehende hohle Kasten an Cnbik- 
Inhalt y möglichst gross werde. 

Aafldsnng. Es sei die Grundlinie 
des Bechtecks = b, die Höbe = h und x 
die Seite der wegzunehmenden Quadrate, 
so ist die Fläche des StöAs (3)=(i— 2a;) 
(A — 2x), mithin das Volumen 

V— j(6— 2jr)(A— 2;b)— iJU— 2(64-Ä>»+4a;», 



b + h+Vb'—bh+k* 



10g 

Hier kaDn nur das untere Vorzeichen gelten, weil von 
einem Minimum, welches =0 sein wUrde, nicht die Rede 
aein kann. Wäre k = h, so wäre f=ib und das Maximum 
V=^-*Yb\ Man kann dieselbe Rechnimg auch auf Dreiecke, 
Fünfecke etc. anwenden. 

108. 

Aufgabe 14. Zwitchen den Schenkeln mnes rechten Win- 
kele, Ä, durch einen gegebenen Pnnct, C, die kürzeste Linie 
MF = ^ zu ziehen. (Von einem Maximum 
(= 00 ) kann hier mcbt die Rede aein.) 

AnflSiimg L Sind die Coordinaten 
des gegebenen Punctes AB'^a, BCe=s& 
und AP=a!, AM = y, so ist }/-x= 

b-.x—a, woraus u=— , mithin 

.Ix {x~ay ' 

.z = a + ^ab'. 

AnflSaung 2. Man setze MPA^o', ao ist CPi=^ — 
' amq> 

und MC =s - — — , mithin 



e*»<p mx(p' 

<^ gainy A.c oay 

dif cos'qs sin'qD ' 

tgy = y— , 



AP — fl + /> cot qp « a + fry-jT- 



104. 



Aufgabe 15. Es sind in der graden Linie AQ zwei Puncte, 
B und C, gegeben, nämlich : AC -» o, AB ■« b. In der auf BC 
aenkrechten Linie AD aoU ein Punot, M, so bestimmt werden, 
dass die von ihm nach B und C gehenden Linien den mög- 
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liehst grössten Winkel & bilden (die Linie BC in M unter 
dem grÖBSten Q«Bicbtswinkel ersclieint). In welcher Höhe 
AM.=t3; liegt der Punct? 

Auflösung. Es sei AMB=u, bo ist 



Weil für denselben Werth von x, för welchen tg © em Maxi- 
mum ist; auch & ein Maximum wird, so ist es nicht nöthig, 

diese GHeichung auf Q=»rclg ' . _, , zu reduciren. Man 

hat aoB ersterer G-leichnng, mit Vernachlässigung des ein- 
einfiofiatosen Factors a — b 

dx (06 + «*)» ' 

x=yfab. 

Auf^be 16. um einen Kreis, dessen Badins =r gegeben, 
ein gleichschenkliges Dreieck 2a beschreiben, dessen Inhalt 
ein Minimum ist. 

Anll&ranB. Sei der halbe Winkel an der Spitze = &, so 

ist die Höhe des Dreiecks 3=r+ ■ _ , die halbe (Grundlinie 
sin©' 

= (r+^).^0, mithin der Inhalt z^^^S^t^^' and 
\ sm©/ ^ ' Bm@,co80 

(§ 9B Bandanmerkung) 

dg _ 2flinQeoB*e.(l-l-sinQ)— (l+wn®)'(eoB''e— 8in'e) _ 

dS~ Bin»®. cos*® " ' 

2sin0Cl — Bin*0) = (l4-Bin0)(l — 2sin»@), 

hieraus (beiderseits durch 1 + u» ® dividirt) : sin®»!, mithin 
3 = 30". Das fragliche Dreieck ist folglich ein gleichaeitigea. 
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i/Auffeabe 17. Die Grundlinie und Höte eines Kechtecks 
zu bestimmen, welches bei gegebenem Inhalt, a, den möglichst 
kleinsten Umfang (u) hat 

ivor einzusehen, dass Um£tng und 
T abhängen, sei, Beispiels halber, der 
t man nun die Qrundlinie = 9', so ist 
Jm&ng =26'. Nimmt man die Ghimd- 
le =3' and der Umfang jetzt ^30' etc. 

Sei also die Grundlinie =z, so ist die Höhe= — und 

X 

der Umfang 



Unter allen Rechtecken von gleichem Inhalte hat also das 
Quadrat den kleinsten Umfang. 

AnmSTkong, Man kann diese Aufgabe und alle ähnlichen 
au^h umdrehen und so stellen: Die Grundlinie und Höhe 
eines Rechtecks zu bestimmen, welches bei gegebenem Um- 
fange s^b den grösaten Inhalt a hat. Denn heisst z die Grund- 
linie, so ist die Höhe = f 6 — z und der Inhalt 



o= 


= «»- 


-')', 




da 


= 14- 


-2i- 





2 = 


=15. 







Wir haben hier also wieder ein Quadrat Es ist demnach 
einerlei, ob wir den Umfang b als veränderlieh und den Inhalt 
a als constant, oder umg^ebrt den Umfang b als constant und 
den Inhalt a als veränderlich betrachten; das Verhältniss 
der unbekannten Grfissen, Grandlinie und Höhe, bleibt in 
beiden Fällen dasselbe. Gauss macht darauf animerksam, 
dasB hierin eine sehr feine Metaphyök liegt 
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106. 

^Aufgabe 18. Den Badius und die Höhe eines graden 
Cylinders anzugeben^ der bei gegebenem Inhalt a die kleinste 
Oberfläche z hat^ die Grundflächen mitgerechnet. 

Auflösung. Heisst r der Radios des Cylinders^ so ist seine 

Höhe h = -=— , mithin die Oberfläche «= 2r7t . -^- + 2r %, oder 



z 



==2(^+r%), 



dz CL . ^ 

3 3 

Es ist mithin die Höhe gleich dem Durchmesser. Soll der 
Cylinder oben offen sein, so ist A=r=|/ — . 

107. 

Z"*"^ Aufgabe 19. Es sollen dieselben Dimensionen r imd h 
für den Cylinder bestimmt werden, der jet^t bei gegebener 
Oberfläche =a den grössten Inhalt hat. 



Auflösung. Es ist r=l/— und h=^y—=2r. 



=1/ 



Soll der Cylinder oben offen sein, so ist wieder h=r 
a 



^7t 
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Aufgabe 20. Es soll ein Haubenabschnitt, von gegebenem 
Cubikinhalt ssa, constmirt werden, dessen krumme Fläche z 
ein Minimum wird. Wie müssen die Höhe x des Abschnitts 
und der Radius y des Grundkreises genommen werden? 

Auflösung. Die Bedingungsgleichungen sind hier (Geo- 
metrie § 178, Amkg. 3 u. § 184, Zus.) 

^ .XTt^Ba und z=i{x^-\-y^)7t 



8 



und man findet a=^—=y. 
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^ Aufgabe 21. Es sollen dieselben Dimensionen x^y för 
den Haubenabschnitt bestimmt werden^ welcher bei gegebener 
krummer Oberfläche »sa.den grössten Inhalt hat 

Aullöaunr Man findet hier wieder ^=y=j/^. 

109. 

Aufiptbe 22. Den Werth von x zu finden^ für welchen 

y=x' 
ein Minimum wird. Von einem Maximum kann hier nicht die 
Rede sein. 

Auflösung. Man hat hier 

Den Factor ^•'*s=sa^ kann man nicht s=sO setaen^ ohnehin 
würden alle folgenden Differentialquotienten ^ weil sie ihn 
enthalten, verschwinden, mithin von einem Minimum gar nicht 
die Rede sein können (§ 93). Wir setzen denmach den andern 

Factor ii:+l = 0, woraus ia?= — 1 xmd a?=sse-i = — folgt. 



Das Minimum 



ist (-1) \ . 



UO. 



Aufgabe 23. Den Werth von x zu finden, für welchen 

ein Maximum oder Minimum wird. 
Auflösung. Man hat hier 

Zy= — .Ir, 
^ X ' 

dx x*^^ '^) — ^> 

e 

x^sBte (Maximum ye). 



lU 
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Angabe 24. Die Werthe von x anzugeben, fiir welche 
die gebrochene Function 

^m Maximum oder Minittium wird. 

Auflösung. Ea ist ^==(^+^£^. ' 

ix (^+3)3 

1. Für A'= — 3 wird -=^=00. Wir müssen also in 

da 

diesem Falle die allgemeine Begel (§ 91) anwenden, uiji zq 
entscheiden^ ob ein Maximum oder Minimum Statt findet^*) 
mithin — %'^h statt x setzen^ dann ist 

Nimmt man nun, wie es geschehen kann und muss^ A ver- 
schwindend klein, so ist der Differentialquotient ^ fiir — h 

negativ, für + h positiv. Für »c = — 3 wird also y ein Mini- 
mum (= — 00 ) 

2. Für Ä=— 2 und x= — h wird :/ = 0. Die Berüh- 

w 

rungslinie geht also mit der Absdissenlinie parallel. Um zu 
entscheiden, ob für diese Werthe von x ein Maximum oder 
Minimum Statt findet, wendet man auch hier (weil der zweite 
Differentialquotient zu complicirt wird) bequemer die allge- 
meine Regel (§ 91) an. Für x 2hPÄ ist ^=l+ ^)i(^+^> 

positiv, sowohl vorher als nachher. Für x=^ — 2 giebt es also 
weder ein Maximum noch. Minimum. 

Für x= — h^h ist ^= ^~S-§J'^ vorher positiv, 
nachher negativ. Für a? = — 5 wird also y ein Maximum = — 6f . 



*) Dies leuchtet hier viel einfacher aus der Function selbst hervcur. 
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Anmerkang 1. Dass unter mehreren negativen Ordinaten 
die kleinste ( — 6f) ein Maximum im positiven Sinne genannt 
werden muss^ wird klar^ indem man die Abscissenachse um 
80 viel tiefer gelegt denkt. Umgekehrt ist ein Maximum im 
negativen Sinne ein Minimum im positiven Sinne genommen. 

Anmerkung 2. Will man in diesem Falle ^ nämlich bei 
gebrochenen Functionen^ auch den zweiten Differentialquotien- 
ten entwickeln, und 

dx (ä?+3)» Q 

nochmals differentüren, so wird man folgenden ßechnungs- 
vortheil nicht aus den Augen lassen. 

Nachdem man nämlich den Nenner mit dem Differential 
des Zählers multiplicirt hat, braucht man den Zähler (eben 
weil er ja für ein Maximum oder Minimum =0 ist) nicht 
mit dem Differential des Nenners zu multipliciren. Man hat 
also hier z. B. kürzer 

d}y^ (a?+3)» f (^ + 5).2( ^ + 2) + (^+2)» \ 
dx^ l (a?+3)6 J 

'dx^~ (ä+3)» ~ (^' dx' 

Man hat also nur den Zähler des ersten Differentialquotien- 
ten zu differentüren und den Nenner, wie er ist^ zu lassen. 

Für x= — 5 ist -T-^ negativ, daher ein Maximum. 

CvX 

d^u 
Für x= — 2 ist aber -^=0. Wir müssen also weiter 

differentiiren (§ 75). • 

d»y 6a?+18 ^ 1 d^F 
dx^'^ {x+zy ~Q'(ir«' 

Da mm dieser dritte Differentialquotient für a:= — 2 nicht 
auch =0 wird, so giebt es fiir x= — 2 weder ein Maximum 
noch ein Minimum (§93 Zus.). 
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Aufji^abe 26. Für welchen Werth von x wird der Bruch 
T- ein Minimum? 

Anfldsung. Es ist a;=6 und das Minimum auch =e. 

Au^B^Abe 26. Für welchen Werth von x wird der Bruch 

T— ; — z ein Maximum oder Minimum ? 

1 + Ä* 

Auflösung. Für aja=s+l ein Maximum =|, für a?= — 1 
ein Minimum = — \, (äidie AniaarkiiBg % § 111.) 

Auflgabe 27. Eine gegebene Zahl a in ^ gleiche Theile 
:2U theilen^ so dass das Product aus den gleichen Theilen ein 
-Maximum wJTid, 

Auflösung. Man hat hier 

Izma^xdla — lx)f 
dz 



zdx 



=/a— te— 1=*=0. 



Aus l\ — )*=«1 folgt — =e und hieraus 
\^/ X 



a 

07 = 

e 



j)a filr diesen Werth Ton x der zweite Differentialquotient 

a 

negatir wird^ so giebt es ein Maximum s=e'. 



liübsen, Infinitesimal-BechBnDg. 8 



Seohstes Buch. 



Vom Lanfe der knunmen Linien. Conrexität^ 

Concayität, Inflexion. 
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üjrklärung. Eine krumme Idnie oder ein Theil der- 
selben heisst convex (erhaben) oder concav (hohl) gegen die- 
Abscissenachse^ je nachdem derselbe^ von irgend einem seiner 
Puncto aus betrachtet^ ganz ausserhalb der durch diesen Punct 
gedachten Berührungslinie und der Abscissenachse liegt ^ wie^ 
mMM!f oder dazwischen fäUt^ wie nNM'^ und durch eine grade^ 
Linie nicht in mehr als zwei Puncten geschnitten werden kann. 

Die Puncto^ wo eine krumme Linie von Convexität im 
Concavität oder umgekehrt übergeht^ heissen Infloxions^ 
oder Wendungspuncte. (Z. B. s. t. v. Fig. § 88.) 

Eine krumme Linie oder Bogen^ welcher einen Wendungs- 
punct hat; also theils convex^ theils concay ist; kann durch 
eine grade Linie in mehr als zwei Puncten geschnitten werden. 

113. 

Um nun ^ne allgemeine Regel zu finden ; nach welcher 
man beurtheilen kann^ ob eine krumme LiniC; deren Gleichung 
^=F(a') gegeben, v#n einem bestimmten Puncto, M oder N, aus- 
betrachtet, convex oder concav ist, und wo ihre etwaigen Wen- 
dungspimcte liegen, bringt die Differential- oder Fluxionsrech- 



nung durch unmittelbare Anwendung des Taylor'schen Lehr- 
satzes die Function y=^T{x) ganz einfach zum FliesBen.*) 



Seien ;i^ ^ die Coordinaten 
eines Functes M oder N. Setzen 
wir j:+ A* atatt x in y=F(ar) 
und ziehen den alten Zustand 
von dem neuen ab, so ist be- 
kanntlich 

und RT=^.Aic 
da 

Da wir mm, um keinen Wendungspunct zu üherspringenj 
A^ so klein annehmen müssen und können, dass jedes Crlied 
in der Taylor'schen Keihe grösser ist, als die Summe aller 
folgenden, so erhellet leicht, dass, wenn für positive und wach- 
sende Ordinaten, wo ja -j- Immer positiv ist,**) der zweite 

Differentialquotient -3^ auch positiv ist, dann nothwendig 

KM'^'RT ist (die Ordinate wSebat acoelerirend) , und die 
krumme Linie von M aus oberhalb der BerUhrungsIinie liegt, 
mithin vorwärts convex ist. Dies ist sie dann aber auch rück- 
wärts. Denn laflsen wir die Ordinate MP=y ztuückfliessen, 
indem wir — Aj; statt + Aa; setzen, so bleibt, wegen der graden 

Potenz, das Glied -r^--^— : — r-^ positiv, und es ist dann 
' dat' 1.2 '^ ' 



'} Difjenigen Puncto, «eiche in der AbMÖBBoiaeliN aelbst liefen, 
■0 wie tkuch die, wo die Beröhraugslinie Mnkreclit auf der AbaciBien- 
achie Bteht, und dar Tajlor'edie Lehrsatz kone Anwsndang findet, 
werden wir §$ 118 and 114 besonders betrachten. 

**) Der Fall, wo die Ordinate sich gerade im Zustande eine« Mini- 
aiams oder Haxintuns befindet, und t^^^O ist, macht keine AuBnahme. 






ate nimmt retardirend ab), 
rhalb Aar BerUhningBlmie 

iiotieot aegativ, wie es 
B^all iat, so ist DOthwendig 
■umme Linie iBt datm von 
ts coucav. 



115. 

Wir haben im Torberj^eodeD % wachsende und poBitive 
Ordinaten angenommen. £& ist jedoch (nöthigenfallB dnrch 
Hülfe einer Figur) leicht einzusehen, dass ganz dieselben 

Schlüsse fiir abnehmende positive Ordinaten, wo -^ negativ 

- ist, sowie auch fiir die Puncte, wo ^=0 ist. Statt finden. 

Für negative Ordinaten jedoch findet grade umgskehrt Con- 

yexität Statt, wenn -j^ neeativ, und Concavität, wenn -~ 

positiv ist. Mit Berücksichtigung des Voraeichens der Ordinate 
y ist daher di« allgefBeine Begel, weldie aüe Ffille «mfasst: 

TlJTie krumme Linie ist so lange convex, als das Product ^.^j^ 

jftositiT, concav dagegen, w«nn dieses Prodnet negativ ist. 



Für diejenigen Absciasen aber, für welche als dritter Fall 
der zweite Differentialquotient = ist, ist ftlr das Fortfiiessen 
nnd Zurttckfliessen der Ordinate y die Differenz derselben 

Ist nun der dritte Differentialquotient -j^ positiv, so 
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igt für + Ax RM'>BT (weil Ja RT =^ A^) und für —Am 

rm'^Tij mitbitt di« krunome Linie vonrärti oonYet. und rttok^ 
wärta c4>neaiV; und ibiglic^ difMer Pimat iu>thwe&dig tm. WeHH 
diongfpunet 

Ist umgekehrt der dritte Differentialquolient negtttlTy 
80 ist für +A* RM<HT und ßir — A^ Tm<iHf npdthin 
die krumme Linie vorwäfts concav, rückwärts convex^ ujod 
dieser Punct nothwendig wieder ein Wendungs]^nct 

In den Wcjndungspuncten muss demnach die Berühni^^- 
linie die kruxnme Xanie. allemal schneiden. 

1X7. 

Aus vfrsteheQdepi % folgt alsp uxv Auffindung der Wen^^ 
dungspuncte einer krunmien Linie die leichte Regel: Man setze 

den »weiten Diffefentialquatieiiten -vJ^wmF''(a?)=«0; so gebea 

die reellen Wurzdn dieser Gleichung die Abscissen der Wen- 
dungspuncte. 

Anmerkiug. Es kann sich treffen ^ dass für denselben 
Werth Xqj flir welchen der zweite Diffei*entialquoiaent F"(a?) = 
wixd^ auch noch der folgende oder mehrere successiv folgende 
verschwinden. Alsdann kann es offenbar nur einen Wendungs- 
punct geben ^ wenn der erste nicht yerschwindende höhere 
Differentialquotient von ungrader Ordnung ist. 

U8. 

^) Wir haben nun schliesslich noch den Fall zu betrachten^ 
wo in einem Puncte die Berühruagslinie senkrecht auf der 
Abscissenlinie steht und folglich alle Differentialquotienten o& 
(unstetig) sind. Hier kann )^doch der Taylor' sehe Lehrsatz 
nur darauf aufinerksam machen^ dass man diesen Fall besonders 
betrachten und zusehen muss^ was vorher und nachher passirt. 

Ist nämlich ?/=F(a?) die Gleichung einer krummen Linie^ 
und Xq die Abscisse, fiir welib4 F'(ä), Y**ix) etc. = oo sind, 
so ist F(,i?e — A^) die B|ldbst vorhergehende, und F(^ + A^) 
die nächst folgende Ordinate. Sind nun 

1 . beide Ordinaten reell und gleichzeitig kleiner . oder 
grösser, als die Ordinate F(a;o); so findet ein Maximum odre 
Minimum,, aber kein Wendungspunct Statt. Die knunme Linie 
bildet einen Pfeil, wre bei Q, 9, % 8S. 
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2. Ist die eine Ordinate grösser; die andere kleiner als 
F(j:o); so ist der fragliche Punct ein Wendungspunct (z. B. 
Ptinct t, § 88). Dies zeigt dann auoli der iweiie Differential- 
q^oüent F'(^ + A«), der dann von a^a^^ — A« bis ««»«o+ A«, 
vom Positiven zum Negativen; oder umgekehrt; durch's Un- 
endliche übergeht 

8. Ist von den beiden Grössen F{xq — A«) und F(dro + A^) 
die eine reell; die andere imaginär; so giebt es (im Allgemeinen) 
erstens einen Rückkehrpunct; wenn die reeUe Grösse nuf einen 
einzigen Werth hat; zweitens einen Sdmabel; wenn die reelle 
Grösse zwei Werthe hat; die beide grösser, oder auch beide 
kleiner als F(^o) sind; drittens wenn aber der eine Werth 
grösser; der andere kleiner als F(^o) ^^; ^^ bezeichnet der 
fragliche Punct ein£su;h die Grenze der krummen Linie. 

4. Wenn endlich beide Grössen F(:ro — Aa?) und FQcq+Ax), 
oder auch nur eine derselben mehr als zwei Ordinaten geben; 
so ist der fragliche Punct (im Allgemeinen) gleichzeitig sowohl 
ein Wendungspunct, als auch ein sogenannter vielfacher Punct; 
und zwar ein doppelter Punct; wenn zwei; und ein dreifiicher 
Pimct; wenn drei Zweige durch ihn gehen etc. 

Anmerkung. Diese eben erwähnten Puncto pflegt man 
wohl die besondern Puncto der krummen Linien zu nennen. 

Um sie zu finden; kann aber die Differentialrechnung (weil 
gerade in diesen Fällen der Taylor 'sehe Lehrsatz nicht an- 
wendbar ist) keine andere Vorschrift geben; als dass man erst 
zusieht; in welchen Fällen die Differentialquotienten 0; oo 
oder ^ werden; und dann die Art des fraglichen Puncts be- 
stimmt; indem man unmittelbar untersucht; wie viel Zweige der 
Curve durch diesen Punct gehen; ob sie sich diesseits oder 
jenseits erstrecken und zugleich auch die Lage der Berührungs- 
linien bestimmt. 



U9^ 

Aufgabe. Zu untersuchen; ob die Parabel concav oder con- 
vex gegen die Abscissenlinie ist und einen Wendungspunct hat. 

Auflösung. Aus der Gleichung y =ya^ folgt 
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Da hier der swäte DüFerentislqDotient för jeden Werth von 
X negativ, so ist die Parabel in ibrem gaitzen Verlauf coucav 
g^n die ÄbecisBenacliae. Einen Wendungsponct kann es 
sdion deebalb nicht geben, irail der xveite Difbrentialqaotient 
nicht ebO goBfltEt werden kann. Ebenso rerhlÜt es sich mit 
den beiden übrigen Eegelsclinitten. 

ISO. 

Aufgabe. Die logarithmiBche Linie y = lx m. Bezug auf 
Convexitä^ ConcaTität und Wendungspunct zu discutiren. 

AoflCrong. Aus der Qleidtung folgt 

(iar es ' da:* x*' 

Für alle ar^l ist das Product y- j-f n^ativ; die Linie 

also concav (g 95). Pflr alle x, welche lichte Brüche sind, ist 

y negativ, dos Product y- 3-^ positiv; der unterhalb der Ab- 

«cisaenachse liegende Zweig also conve' 

Ein Wendungspunct kann nicht 
aweite Differentialquotient fUt keinen 
den kann. 

laL 

Auflgabe. Den Lauf der Curre ai 
zugeben, deren Gleichung ist 

AnflSrnng. Eh ist 

Für flj^a ist -^ = 0. Die BerUbrongsUnie gebt parallel 
mit der Abscissenlinie ; die Ordinate yi=& ein Minimum, weil 



fyr. xxxaa Abc ent« sieht vandmindsnde gr*de SURwebtist 

quodent -T-^ positiv ist (§ 93). Dies folgt auch schon, entea» 

ans der Cäeiefanng s^bat, indem Air x*=ia±h die Ordinkt«' 
y^h-^h*; zweiteoe daraoe, weil der ents DiCforantialqaottsiit: 

-f- von x=a — A bis ar=a+A sein Voraeichen ändert Der 

zweite Differentialqnotient ist Bwar ^0 für d:=a, es findet, 
deshalb aber kein Wendongspunct Statt, weil der erste nicht 
verschwindende höhere Bifferentialqaotient kein Ungrader 
ist (g 117). Einfacher noch folgt di^ aus dem Verhalten des 
zweiten Differentialqaotienten , der ßir alle Werthe, welche 
dem x^a vorhergehen und folgen, stets positiv und mithin die- 
kronune Linie {mtn) auch stets couvez ist. Man wird, als zur 
Uebung dienend, finden, dass die der Gleichung y^ b — (x — a)* 
entsprechende Linie (nn') fttr positive Ordinaten stets concav 
ist und flir x:=a ein Maximum, y^b, hat. 



Amf^abe. Den Lauf der krammeQ> 
Idnie anangeben, deren G-leicbnng ist :- 

y = b-^{x — a)'. 
Auflösung. Hier ist 



fUr a^a, ^ =0 und die ßerührunge- 

linie wieder parallel mit der Abscisseoachse, jedoch findet weder 
ein Maximum noch Minimum Statt, weil flir x=a der erste- 

nicht verschwindende höhere Differentialquotient -j-^ = ISfr 

nicht von grader Ordnung ist (§ 93): Dies erhellet noch 
leichter, erstens aus der Gleichung selbst, indem die nächste 
Ordinate für .c = a— A kleiner, für j! = o+A aber grösser 
ist, als für x^a; zweitens aus dem YerhaJten des ersftn 
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Differentiali]uotieiit6n , der SQt x^a'^h stetd positiv ist (sein 
Vorzeichen mcbt ändert). 

Der zweite Differentialquotient wird =0 für x^a, und 
da mm delr ente nitiht Tenoliirmdaide höher« Diäeretatial- 

qbotKOit 1^) von ungrftder Occhniiig ist, 9o &>det Ar 

,1! = a ein Wendungspnnct Statt (§117) nnd zwar ist die knuane 
Linie nach M stets convex, vor M fUr positive Or^naten 
concav, fUr negative couvÄ (§ 115)J 



129. 

Au^pibe. Die krunune Linie zu discutiren^ deren Glei- 
chung ist 

AnflSnmg. Weil jede grade Wurzel das doppelte ViW- 
zeichen hat, «o ist mer^ lüar, dass 
nach der positiven Seite \^xi mit zwe 
liehe erstreckt. Für a^l schneidet 
Ahedssenachae. Db &tln 

^ !-+J_, ' 

die ^^,i.> — 2ya;' 

tmd -r^ fUr x = {i nseadlidi irt, wi steht die BertUuimgsliqt« 

im ÄnfsmgBpunct A böMer Schenkel senkrecht auf der Äb- 
soisaenachae. 

Für den obern Schenkel gieht es weder ein Maximum, 

noch ein Minimum, weil -5-' fiir ««öO bis x^ qo immer posi- 
tir ist. D4 Stamt &r dieeea ficbcBicel -?4'^— (— ~ -I-t^-s) 

cSiShi =(> -Werden kafiä, Und immer negativ ist, m bleifit diese? 
BoU«mtel ib Mlaetn ffsmsoi V'^itlmf concav. 

Für den untern Schenkel, welcher mit dem obern «inen 
8chnäb(l bildet, ist 



^_^_1 i , rfv » , 1 

'^"s-J'jf» V*' '^*~ eyar» *V«'' 
Für «=(!)• wird -^==0 und da fllr diesen Werth von a 

der Kweite DifiFereatialqHotieat neg»tiy ist, so giebt es ein 

MKdmam [y=.~j. 

Um einen etwügen Wendungspunct zu finden, setzen wir 

-j-^— 0, woraus x^i—j. Für diesen Werth von x giebt 

es einen Wendungspunct, weil der dritte Differentilalqaotient 
nicht ^0 ist etc. 

134. 
AttflSnu^. Den Lanf der parabolischen Linie anzugeben, 
derm Gleichnng ist 

y«=ar»~9«»+23a:— 15. 
Aufgabe. Man hat hiw 

^_ 
dx 



^ = 3flr»— 18j!+2S; 



dx* ' dx^ 

AiiöÖBung der cubiBchen Qleicbung 

folgt, y— (a;— 1) (x — 3,) (a;— 5), 

= 3, =5, Von «5=1 ba »=3 ist 

y stets positiv; von «^3 bis ;c = 5 ist y negativ. Für ic<;i 

ist y immer negativ; für a!^5 immer positiv. Die krumme 

linie schneidet die Abscissenachie also dreimal 

dx 



ist, so findet für erstem Wertb von x ein Minimum und ftir 

den andern ein Maximum Statt Für einen etwaigen Wendungs- 

d'a 
punct folgt aus j^ = 6x — 18^0, dass x^Z. Da aber &r 

diesen Werth von x die Ordinate y^d und also das Produet 

y. T^ weder positiv, noch negativ ist (§ 116), so muss man hier, 



TO n&mliclt der fra^Hclie Wfludungspuiict in der Äbsciasenachae 
li^, daa Verhalten des zweiten DifferentialquotieDteB hin- 
eichtlich seinee Vorzeichens unmittelbar vor und nach diesem 

DurchBchnittapunct untersuchen. Für «^3+A ist -^=+6Ä. 

Vor dem Dnrchschnittepunct sind die Ordioaten positiT, also 

d*y 
y . T-^ negativ. Nach dem Durchschnittepunct sind die Ordi- 

naten negativ, also y.V^ wiederum negativ. Die krumme 

Linie ist, also vor und nach dem Durchachnittspunct concav 
und deshalb musB der Durohschnittspunct ein Wendungspunct 
sein. £b ist auch unmittelbar einleuchtend, dass eine einför- 
mige krumme Linie, die sich ohne Wendungspunct durch die 
Abscissenachse hindurch zieht, auf der einen Seite nothwendig 
concav, auf der andern Seite oonvex ist. Ist eine einförmige 
krumme Linie aber auf beiden Seiten concav oder convex, so 
ist der Dnrcbschnittspunct ein Wendungspunct. 

126. 

Aufjp^be. Die krumme Linie zu discutiren, deren G-leichung 
ist: 

^=4+(^-8).y(^-4). 
AuflSmmg. Für a:<^4 ist y imagi- 
när. Für Ä ]> 4 bekommt y zwei 
Werthe, die gleichviel über und unter 
4 sind. Die krumme Linie wird also 
durch eine mit der Äbscissenachse pa- 
rallele Gerade in zwei Hälften getheilt. Für .r=8 werden 
beide Ordinaten gleich (=4). In m ist ein Doppelpnnct. Femer 
hat man 

dx -' -iVa— 8 



= + oc . Die Bertthmugslinie steht 



Im Doppelpnnct m giebt es also zwei Berührungslinien. Für 
x^^\ giebt es ein Maximum und Minimum etc. 



Siebentes Bach. 
Von der KräBMung d«r GvrTen. 



12«. 

fcjrklftrung. Seieiiy=F(a!)uod.y==A'^) lüeGUicbungen 
zweier krummen Linien, CD, EF, welche auf dieselbe Äbgcieaen- 
linie und auf denselben Anfangqginnct bezogen sind. Wäre nun 
für einen bestimmten Wertb, x, Y{x)=_f{x), so haben die krom- 
men Linien für diesen Werth a einerlei Ordinate y=y'='iSF 
durch denselben Punct M. Läset nian 
'achaen, so haben wir . 

Wäre nun ausser J(x)!=F(x) auch noch f(x)^'E"{x), so 
haben beide krumme Linien in dem gemeinschaftlichen Puncto 
M auch eine gemeinsdiaälicheBerübningslinie, undLagrange 
sagt: in diesem Falle finde unter beiden krummen Linien im 
Puncto M eine Berührung ersten Grades Statt. Wäre 
tasaerdem. auoh noch /"(jr)^F'(ji;), so neUnt Ltigrangs dies 
eine Berührung zweiten Grades, und wenn -Doch f"{x)=F"'(3:), 
eine Berührung dritten Gtades etc. 

Es ist einleuchtend, je mehr auf einander folgaide stetige 
Differentialquotienten, vqn ersten an, einander gleich sind, je 
inniger schmiegen die beiden krummen Linien, in der Nähe 
ihres gemeinschaftlichen Punctes M, sich an einander. 
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137. 

AuTgabe. Eb .sei die eine Linie ToUkommen bestimmt, 
z. B. eioe Parabelj y-ay9a(, die andere Linie aber nur der 
Art nach bestimmt, sie soO z. B. eine parabolische linie sein, 
äeren Gleichung die Form y^^a+bx-^-cx* hat Man soll 
nun die CoefBeienten a, b, c so besärnmen, dass diese Linie 
mit der Parabel yT=-^^x im PunctB M, dessen Coordinatea 
x=A, abo y=8 sind, die mö^chst innigste BerBhmng eingeht. 

AaMsnng. Mao bat enerit aus den beiden Oleiohungen 
y=y9*, y^a + bx+ox* 

tut vua : OJB 

ax' i-yx'^ dx^ 

Da nun im gegebenen BerUhrun^punct M beide Ordtnaten 
y, j gleich sein müssen, und iiir :D=^i, ^=^6 ist, so müaaen 
die Cpefficienten a, b, o so beschaffen sein, dass die Function 
a+Jü + ttr* für x=i auch y = 6 giebt Dies giebt uns die 

erste B«diBgHngBgieidnii^ (l). , I>& femer 6ix fc=-4, ^"""t 
nnd au<^ ^^— - sein »oll 



gnngBgleichsBg (3). Weil 

Hiebt uns dies noch eine di 
mehr kann man hier nicht 



6 = a 
■ .A«2 



Ans diesen drei Bedinguu^gleiehungen findet mian nun 
«^ — siri ^■™fi* ü'^l- Die gesuchte parabolische Uoüe 



7-f + ff»- 
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Setzt man bierin a:=i, so ist fHr diesen Bpeciellen Wertb 
von X, ebenso wie iur die Parabel y = y^x, die Ordinate y ^ 6, 

^ it_5£!._i. ^ ^ 1 

dx'^'" 256~4' dx'^ las"" 32' 

Anmtrknxig. Aus diesen Beispiele erhellet wohl, dass, 
weil eine Berührung zweiten Grades anfdrei Bedingongs- 
gleichungen fUhrt, und die hier der Art nach g^ebene Linie 
y^a-\-/'x-\~ar' nur drei zu bestimmende Coefficieoten, o, b,c, 
enthält, hier auch keine Berührung hähem Grades gefordert 
werden kann. Hätte jedoch die der Art nach gegebene Linie 
vier unbestimmte Co^cienten, wäre sie b. B. in dieMr Form 
gegeben: j^=a-i- ß^+yx' + dx^, so hätte man noch die 
dritten DifiTerentialquotienten einander gleich se^en können, 
man hätte dann zur Bestinmiung der vier Coe£S<äenten, o, ß, 
y, d, auch vier Bedingungsgleichnngea gehabt, und die Linie 
würde mit der Parabel ^e Berührung dritten Grades ein- 
gegangen sein. 

128. 
Von Wichtigkeit, namentlich fllt die höhere Mechanik, ist es 
nun, denjenigen Kreis zu bestimmen, der mit einer gegebenen 
krummen Linie in einen bestimmten Funct derselben die mög- 
lichst in'nigste Berührung eingeht. Dieser Kreis wird Erüm- 
mongskreifi, und sein ßadius KrilmmujigshalbmesBer genannt. 
Um Air die Berechnung desselben, in besondem Fällen, 
gleich eine allgemeine Formel ab- 
zuleiten, sei allgemein y=^{x) 
die gegebene krumme Linie und 
x, y die gegebenen Coordinaten 
des Punctes M, für welchen der 
Krümmungskreis bestimmt wer- 
den soll. 

Denkt man durch M eine Be- 
rUhnmgslinie und eiue Normal- 
linie gelegt, so kann man offen- 
bar aus unzähligen Puncten der 
Normallinie Kreise beBchreiben,^welche alle in M eine ganein- 
schaftliche Tangente haben. Unter diesen unzähligen Kreisen 
muss es nun einen geben, der im Puncte M die innigste 
Berührung mit der gegebenen Linie y=F(j!) eingeht. Eine 
Methode, ihn genau zu bestimmen, hat schon der vorher- 
gehende § verrathen. 
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129. 

Man setze nämlich, auf dieselbe Abscissenlinie und den- 
selben Anfangspunct A bezogen^ die durch M{a:,y) bestimmten^ 
aber unbekannten Mittelpuncfscoordinaten des gesuchten Kreises 
AB=a, CBs=/?, und den unbekannten Radius (Krümmungs- 
halbmesser) .CM =^^ so ist ^ wenn man mit j die laufende 
Ordinate desf E^reises bezeichnet: (y — ßy+(a — a)*=ß* die 
Gleichung desselben. 

Bezeichnen wir Kürze halber die Differentialquotienten 
der gegebenen Gleichung y=F(a?) mit p^ g. . ., so haben wir, 
ganz wie in § 127*) 

y=F(^),. y«^+[p2_(^_a)«]4-, 

dfy dj X — a 

dx~^^ t^™"~ [^«-.(^_a)«]4^ 

d^«"^*' d^~~[ß«-(a;-a)«]r 

Weiter brauchen wir nicht zu differentüren, weil die all- 
gemeine Gleichung des Ejrdses nur drei zu bestimmende Con- 
stanten, a, ßy Qj enthält. 

* 

Der Kreis kann deshalb mit einer krummen Linie, f/s=^F{x\ 
(im Allgemeinen) auch nur eine Berührung zweiten Grades 
eingehen. Die drei Bedingungsgleichungen zur Bestimmung 
der drei Constanten a, /?, q sind hier also, indem für den be- 
stimmten Punct M(4?, yj der krummen Linie t/=F(a)y a, y, 

p, q gegebene Grössen sind, und y=y; ;7~**;^=*=p; -j^ 

d^y 
zsz ~-^=n sein muss, 

da^ ^ ' 



dx dx ^ dx' 



ß+[Q^-(x^ay]i=y (0 

[q^ — (^ — o)*]'^ 

— rs — 7^ Tu»""? ^') 

[Q^ — (x — ay\^ 

*) § 149 Bdmkg. lehrt eine kürzere Ableitung des Erümmungs- 
halbmessere. 



Um hieraus a und ß, oder^ worauf es eigentlich nur 
ankommt, q zu finden, addiire Qian zu der zuvor quadrirten 
zweiten Gleichung auf beiden Seiten 1, bo kommt 

, ^ ^i-=l+p^.... w 

Qt — (a? — «)* ^ \ J 

[q^ — (x — ay^ 
Dividirt man (5) durch (s), so hat man 

o«^— " ■ ■ ■■ < 

Wollte man zur vollständigen Bestimmung des Krüm- 
mungskreiaee, ausser seinem lUdius q, auch noch die Coordi- 
naten a, ß seines Mittelpunctes haben, so giebt die Gleichung 
(4), durch (3) dividirt, 

[^«_(^_a)«]i^ i±£i (6) 

? 

Aus (1) folgt [e*— (^— a)*]*==y— /*, mithin 



3,_^„l±£! (,) 

Die Gleichung (2) m\ (9) miütipUoin^ kommt 

^_a«^0L±£5. (s) 

q 

Aus (7) und (8) folgen nun die dujrph die g^g^nepi Groi^ien 
^f Vy P7 9 ^^ ^^^ Punct M(a?, y) bestimmten Werthe von 
a und ßy nämlich 

130. 

Denkt man sich eine krumme Linie durch die Bewegung 
eines Punctes beschrieben, so ist die augenblickliche, sich stetig 
ändernde Richtung desselben an irgend einer Stelle A oder B; 
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AwtfAt däi» daselbst gedaoltte Berttli- 

rottg^biie gegeben. Hat der Panet A 

ißo. Weg AB ((AuvB Wen^angsjAinct, 

Spitze ete. gedacht) dorchlatuFen, so 

iflt die QröMe der RichtangBändenmg ' 

durcdt dea Winkel ACB gegeben, den 

Se beiden, dnreh A und B gebenden 

Normedlinien Utd«i, indem dieser 

^Rnkel' dem bri V ^eich ist. 

Je grösser mm das Bestreben des besdirnbenden Pnnotes 

A ist, von seiner angenbückü^en Kclltnng in A abznweicben, 

je mehr krümmt sich offenbar die Linie an dieser Stelle. Wäre 
itieses KrUmminigsbeetreben in aHen Puncten immer dasselbe 

{constant), mithin die RicbtnQgsändernng des beschreiben- - 

den Ptmctes fllr gleich lange Bögen gleich, und folglich der 

Lfinge des dnrchlanfenen Weges proportional, so würde die 

krümme Länie überall von gleichfÖrmigerErBrnmong sein. 
Diese Eigenschaft hat offenbar der Kreis, aber anch nur der 
Ereis. Für jede andere knusme Linie ist das Erümmungs- 
J)estreben (die Erümmting) von Puncfr zu Punct veränderlich. 
In Betreff der Ereise kommt man leicht von selber zu 
der Einsicht, dass sich ihre Krümmungen umgekehrt wie ihre 
Badien verhalten. Denn beschreiben die Puncte A und a zwei 
«oncentriscbe Kreise, so sind die Puncte, in B und b ange- 
kommen, um gleich viel von ihrer anfönglichen Bichtung ab- 
gewichen. Da nun aber die Lgnge der Bögen zu gleichen 
Winkeln am Mittelponct eidi wie die Badien verhalten, so 
muss auch das constante Erümmungsbestreben des Punctes a 
so viel mal sBlfter sein, als der Bogen ab kleiner als AB, 
oder als der Badiits ae kleiner als AC ist. 

Betra^it«! wir. demnach die KrUmmtmg eines Ereises, 
dessen Radius =1 ist, als Einheit^ so sind die Erünunuugen 
der Ereise, deren Radien =2, 3,. . . .»' sind, durch die reci- 

proken Werihe derselben -x-, —,.... — gegeben. 

ISl. 

iSit diesem Eribnmnngsmaass ftir Kreise können wir nun 
Aber anrfi die Krümmung jeder andern Linie messen, und uns 
dadurch von der Grösse dieser Erümmnng in verschiedenen 
Puncten einen klaren Begriff verschaffen. 

. LAbsan, InBnitdiinul-BMhiiDiii. B. Aufl. 9 
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. in einem gegebenen Panct, H(^,^)^ 
möf^chft ininsBte BerühruoR mit 
lo kuut »um duelbat einen sehr 
kmnuneu Unie als mit einem ebsn. 
u zuBumnenfallend betrachten ond 
e Linie in dem Puncte M dieselbe: 
tte Kreis habe. Dieser üoh bei S£ 
le Kreis wird deshidb auch schick- 
licberweiae KrilmmuDgskreiB and sein Badins Krüm- 
mungshalbmesser genannt, weil wir durch Vermittelang' 
dieser KrümmungshallKaesaer die Krfimmungen in verschie^ 
denen Puacten messen und mit einander vergleichen können. 
Je grösser der Erümmnngsbalbmesser, je schwächer die KrUnt- 
mimg und umgekehrt. 

Sowohl der Radius g, als auch die Mittelpnnctscoordinatea 
a, ß des KrOmmungskreiseB fUr einen gegebenen Funct, ^(x^X 
äaer beliebigen krummen Linie, y=F(x), sind schon in S 129> 
gefunden, nämlich allgemein 

1. Weil Q eine absolute Länge, also stets positiT is^ sO' 
moBS man von dem doppelten Vorzeichen der graden WnrzeL 
stets dasjenige nehmeD, welches ^ positiT giebt, also das obere^ 
wenn die krumme Linie, wie hier bei der Ableitung angenommen,. 

eoncav, mithin ^=-3-^ n^^tir ist (§ 115). 

2. Ist ^=0, so ist d-^-xi und die Krümmung — v-o^ 

Dies ist fiir alle Wendungspnncte der Fall, in deren Nähe p 
imd q in Bezug auf x continuirlich bleiben. 

3. Ist itlr einen besondem Werth der Abscisse 2^0°, 
ohne dasB die BerUhrungalinie senkrocht auf der AbB(»ssenlini& 
steht (also p nicht = oc ist), so wird ^ ^ und die KrOmmun^ 
unendlicli. 
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4. Werden beide Differentialquotienteii; p und q, unend* 
lich^ 80 bestimmt man q nach § 83. 

5. Weil der Krümmungshalbmesser q nur eine Function 
von p und q ist; so müssen auch zwei krumme Linien, welche 
einen Punct, M(a'; y), gemein haben, und in welchem p und 
q fiir beiderlei krumme Linien gleichwerthig sind, för diesen 
Punct einerlei Erümmungskreis haben« 

133. 

Aufgabe L Den Krümmungshalbmesser der Parabel y=yax 
für den allgemein gegebenen Punct M(^, ^) zu bestimmen. 

V 1 

Axiflgiwing. Man bat hier zuerst p = — rj pmm-^ — j. 

Setzt man diese Wtiwlk» von p und gm die allgemeine Formel 
für den Krümmungshalbmesser, so ist 

Für ^ = ist die stärkste Krümmung im S^eitel 

^fls^a^s dem halben Parameter. Für grösser werdende a 

wird Q immer grösser und die Krümmung also immer schwächer. 

Für Ä?= 00 ist j= Ä) . (Vergl. § 77, Anmerkung.) 

125 
Für a— «9 und «?=:4 ist ö ==:---. Denselbea Exüm- 

o 

mungshalbmesser hat für a^^4 auch die krumme Linie y 
==T+n*-^ (8 132, 5 und i 127). 

Aufgabe 2. Den Krümmungshalbmesser der Ellipse 
y= — Va* — 0?*, als Function von x anzugeben. 

Auflösung. Es ist hier 
dy ba ^ dS/ ab 

Für ««"O ist o = ^-. Für ^==0 ist = — . 

o a 



9* 



Achtes Buch. 



Diff)Brentiatioii rerwiekelter Fnnctioiieii zweier 



134. 

Verwickelte Fimctionea zweier verä&derUohen GröMen 
X, j/^ pflegt mau iu der Begel auf NoU reducirt zu d^ikea^ und 
dAnn allgemem durch F(ar/2p)=='0 ^u bezeichiieQ^ Daas man 
auch solche verwickelte Functionen, die man entweder auf die 
abhängig veränderliche GrösBe nicht reduciren kann, oder auch 
zu grosser Weidäufigkeit^n halber nieht reduciren will, den* 
noch der Differentiation unterwerfen und dadurch den Diffe- 

rentialquotienten -^ (wenn auch nur als Function yon a und 

y zugleich) bestimmen kann, werden die folgenden §§ zeigen. 

I 

135. 

Wenn man auch die ^verwickelte Gleichung F(cr, y) = 
nicht auf die abhängig veränderliche Grösse y reduidren kann, 
so kann man sie sich doch darauf reducirt und also auch con- 
struirt denken. Denkt man sich durch einen beliebigen 
Punct, M(^, y), eine Berühnmgalinie gelegt, so kann man nach 
der trigonometrischen Tangente des Berührungswinkels oder, 

was dasselbe ist, nach dem ersten Differentialquo^enten -^ 

fragen. Die Gleichung 

F(^,y) = 0... (i) 
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I 

r&Amngtj 2u einem belkbigen Wertfa voi: äs den sugeltfi^gM 
Werth (Werthe) von y zu bestimme»^ welcher der €Ueioliiiiig«(l) 
Genüge leistet (sie annullirt). Die Ordinate y ist eine Function 
von a. Denkt man sieb di^ Gleicbung (l) auf y redudrt, 
und nimmt für den Augenblick an,, es sei ys=^^), sq musp| 
wenn diese iFunction von a in die Gleicbuxxg (I) statt y geset^ 
wird; die resultirende Gleichung 

FM«)]-o...-. (0 

fiir jeden Werth von a identisch Nidl werden^ nuthin auch| 
wen^ man a+ A^ statt a setzt,*) weil sowohl die constanten. 
als veränderlichen Grössen sich gegenseitig tilg^n^ Peon hat 
man auch 

F\a+Ax,f{a+- A^)] =«0 ( » ) 

oder^ wenn man entwickelt, 

oder aucl^ , weil das Glied F[a, f{a)] ^^=0 ist, und w^gelassen 
werden kann, 

F[j?,/(a:)] . A^ + M A«r+ NA«» + =0 

Diese Gleichung muss fiir jfvlcjp Aa bestehen und müssen 
deshalb die Coeffidenten von A^, A«^,. . . jeder für sich ssO 
gern. (AnaL § 64, Anmkg.) Nun imt aber das erste^ ^lied 
dieser Reihe, nätiilich: P'[^, /![«)] Ayt=Of öder F[^,/t}»)ldi', das 

Differential von F[VW] — ^- ' ' 

Hieraus fo%t mn aber, das«, ,wbiiii nan «ick.wMflr f^ 
statt aeiaea Sielkwtrcteiy /(ir), gnelit deaki^ wa&ÜBßM^ 
chung.F(a?, y)aBO so differentiirt^ als wenn auch y statt ab- 



*) Sei zur Erläaterung dieses Hiilfssatzes 

F(a?,jf)— y« — 2ay+««— a*— 0. 



Ans dieser Gleichmig (weU nur ▼Qu zweiten Grade) folgt leicht, 
das« y^x^a'^fix) ist, mithin ist hier 

F[x + Ax, /i;x+A«]**(f»f A«±s^»— 2(a?+ A»> («+ ^±<^t«+Ä^)*-^<»^-0. 
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Ukogig/ absolut ver&nderlieli wftre^ isaii auch das Differential 
:^0 setrien araas,*) Mao Imbe a« B. 

I _ 

Diese Gleichttng lässt sich nicht auf y reduciren. Dennoch 
ist y durch x bestinmit lind man kann annehmen; es sei 
y=zf{x) und folglich 



Die linke Seite musfil fiir jeden Werth von ^=0 und, wie 
wir gesehen haben, auch das Differential =0 sein; das Diffe- 
rential ist aber 

oder [^«)]*6a?*da?4- a?« . h\;f{x)Y . d .f(w)—e^'>')d .f{x)—^cx^da= 0. 

Es ist also, weil f{<sc)=^y, mithin auch dy=:f{x)da=d./{x) ist, 
y * . Qx^dx.+ a^ . Sy Vy — ^dy — icx^4ai = , 

dy 4c^' — ^x^y^ 

dar"" hx^y^ — e^ ' .. 



^m yo^'hergehenden .§ wäre also bewiesen,**) dass man, \fm 
eUi^ verwickelte Gleichung, F(x, y) ^a 0,. au differentüpsn^ nur 
so zu verfahren braucht, als wenn beide Größsen x, y absolut 
(unabhängig) veränderlich wären, oder was dasselbe ist: Man 
djflfjwiwrtiire ^e Gfeiahmi^ F{Wf y)^^^- edamal^ indem man y 
veiünde^lidhiind wo alsetaitant und daoii dieselbe^aiek^kuiial. 






*) Aus (aj+a)«— 2a(«±a)+Ä«— a«—0 folgt z. B. 

2{x±a),d(x'\'a) — 2x.d{x±ß)^2{x±a)dx+2xiixf^0 
und| wenn man wieder y statt x±a setst, 

2ydy — 2x.dy — 2ydx-{-2xdxssm0, 

du ' ' 
**) In i 137 wird noch ein anderer Beweia gegeben. 
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■ ■ 

indena man x als TeränderUch und y als constant betrachte^ 
und setse die Smnme beider Differentiale »»0. 

Diese allgemeine Regel pflegt man durch folfipend^ drei 
yerschiedene Bezeichnungen anzudeuten: Wenn' ^{x^y)^=^% 
«0 ist 

FV(^,y).dy+F',(x,y).cfe=o; 

(D*+(S)-».' 

-WO also \—-^~^^) öder kürzer (t-) oder F'y(a?, y) andeutet, 

•dass von F(^, y) das Differential in Bevog auf y genoamien 
werden soll. 

187. 

Zweiter Beweia. Wenn auch die Gleichung 

P(^,y)=o ......(i) 

«ich nicht auf die abhängig veränderliche Qrösse y reduciren 
lässty so sieht man doch; dass es für ein beliebiges x ein zu- 
gehöriges y geben musS; weldies der Gleichung Genüge leistet 
{sie annulHrt); und dasS; wenn man diesem y (Abscisse) ein 
Waohsthum £^x beilegt, auch y (Ordinate) ein Wachsthuin Ay 
bek<]mmen muss/ und dass dtmn beide zusammengehörigen 
Wei^e (Coordinaten) x+ Ax und y+Ay der Gleichung 

; F(^+ Aar, y+Ay) = (2) 

« 

wieder Genüge leisten (einen andern Punct der krummen 
Linie bestimmen), d. h. wenn x und y zwei zusammengehörige 
Werthe rind, und man setzt in Glekkong (1) x-^* Am statt «, 
«o moss nuoi »oCbwendig aaoh y^-Ay statt- y setzen «md 
dann alle Glieder in (2) nach Potenzen der InisDeiaente A^, 
Ay entwickeln. Dieae Entwickelung kann geschehen, indem 
man erst alle Functionen Ton x + A^ nach Potens^a von Ax 
entwickelt, dann in der erhaltenen nach Potenzen von A^ 
fMtschrsitend«n Rdhe aodi noch die FunotioiMii ton y+ Ay 
eniwickisb; oder, was' offenbar dasselbe ist: wir setzen m (1) 



m 

lenzen von A^, iBdem wir y eiaftweilen aUieonita&t betVMlüim» 



Der Tityloir'sche Lehrsatz giebt 
FQb + A^, y) = P(x. y) + Fi(;r, ^) . A« + F;'(«-, y) • ^ + 



• • • » 



weil nun aber auch y iidl . indort und allelithalben y 4- Ay 
statt y gesetzt weMen mxoß, so Iiat man 

Entwickeln wir jetst nöjDh jedes Glied der rechten Seite 
nach Potenzen von Ay (indem man jetzt a: alz constant be- 
trftdiM), 00 etbilt mmk 

m 

F(^,yH- Ay)>=F(^,y)+F;(«,y) . Ay+F;'(«,y).^+. . . . 
Fi(x,y+ Ay) A«=F;(«,y) Aar+Fi;(j-,y) A«Ay4- . . . 



» . *v ».V. 



F;W+Ay).|^=»F;^(^).^+Fi;'(*,y).|^*.Ay+, 



Werden diese Bvftwickelttogan in obigß Gleichu 
stituirty so ^t 

F(a:+ A.i?^+ Ay)=F(aiy +)FX^iy) . Ay+F;(^,y) • ^^2*+ 



• • • a 



+ Fi(^,y) . Ax + Fi;(;r,y) . A«. Ay + . . . . 



>=» 



• • • 



+f;(*^)^|V..,. 



im «nte Qüei F<«^y)=«»0 iaft wd iviegfiiflt, i» ii«t 
inaa ibr dia BMJchuQg cwiadhoi ddn iMDOBeaftait Ae und 
Ay. die ^M^w-M^y . t . 



I > < 



' F;(^y)Ay +Fi(*,y)A^+F;(«,Ä>^4 .* ... \=^9'. ü>i. ■ 

. Diese Gkidnug iit swar ebeaMs ira^ckeH «ad Üsst 
sich deshalb' nicht wat Ay Mducirsn. D* es , aber gsüf hidhi 






IN 

d«l?ini£ WBLbjjmmtf Ay MÜlBt (cUm. Ineranmit 'der Ordmatte) «u 
erbbiäm, sondwn wir mar den &reiisirertii Am ij^MÜenleil 

^^ flir A^»-0, näinlicli den exBten Differentialquotienten ^ 

«u wiMan Qfidüg! haWi^ m kaoln oaan^ um diesen aa eriudten^ 
»nnrtmen^ et sei ^y^^kAm und die DiffereiMenglfaidhiiiig (8), 
isidfiia JDomk Mtt dert PoimuMüQ Ay\ Ay^. « .fh^A^^, h^AsK- * « 
geeetet deokt^ amdi'flo edureiben; 

Hi^rai^ folgt mm 

Üittiiit m$mjeMy um attf die erwttlmte Orense im k<niiitteii> 
Ax Ulf jBä ccmrei^eti; eHy 'Aillen aÜe in Aa, A^ nmlti^ 

plicirten Glieder weg^ ^nd flir -r^ muaa dann.-v^ (die Qrenze 



' I 



• * A.i/\ 
des Quotienten -;r^) gesetzt werden ^ und qai^njhiit. 4wn wie 



in § 136 



Fic-,y).|tF;(-^>y^=ö 



'.' -■ 



T",(«,y).dy + Fi(^,y)d:ic= 0, 


..(DMf)*-«''^^-- 







« • 



* Dritter Beweis^ . • iSbch der. ^ifimHesimalmethode ergiebt 
sich die gegeben,^ Regel^.naQh welcl^er, man oine verwickelte 
Function; F(^^y)«BO; differentiirt; folgendermaassen viel ein- 
facher und natürlicher: denkt man sich nämlich zu einem be- 
liebigen X das davon abhängige y. SD beslinunt; dass beide Grössen 
der g^el^üto Gleichung 'F(;9iy)=0 Gentige leisten und man 
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lässt nim (am eu eineni andern Pimct der entsprechenden 
Linie m ^langen) das x um A^ ivmchsen, wo miUB aadii y 
um ein solches Increment £^y zunehmen ^ dass die Qleichimg 
fiX^+ ^'h y+ Ay) = besteht (weil x+^x und y+ Ay die 
¥011 einander aUiingigen Cooidinatea mt), Benkt man sich 
non^ die Bnke Sdte nach den Lehren der Analysis entwickele 
so muss erstlich die Function F(j?,y) wieder ersok^en^ welche 
(weil=»0) wegfidlt^ ausserdem WMsfaeinai QKeder, . irdcfae ndt 
den Incrementen A^, A^; so wie auch mit Potenzen und Pro- 
ducten dersdben als Factoren behaftet sind und die verwi<^elte^ 
auf reducirte Beziehung zwischen den Incrementen aus- 
drücken. Lässt man nun^ um auf das characteriatis<^ INresec^ 
zu kommen, Axy und also auch A^^ bis zu Infinitesimalgrössen 
dxy djf convergiren, so verschwinden hi^egen die höheren 

Potenzen dx^j %';• wie auch die Producte dxdyy dxdy* etc.^ 

80 d«As idffo nothwendiff eine hpoK^enß Oleiphoi^ ftbrig bleibt, 
in welcher jedes CHied ein «nwdUeh jE^ei^e« ei9»ter Oiänung 
ist. Diese Gleichung erhält man offenbar durch einfache Dif- 
ferentiation der g^ebenen Oleichung F(»,y)=0, indem man 
hiebei die abhängige Grösse y formell wie eine absolut ver- 
änderliche behandelt 

189. 

Dek* aus einer verwickelten Function gezogene Differential- 
quotient -p ist offenbar eine Function von den beiden ab- 
hängigen veränderlichen Grössen x, y, tind lässt sich also auch 
nur für solche gegebene Werthe von x bestimmen; für welche 
zugleich der Werth (oder die Werthe) der abhängigen Grösse 
y aus der ursprünglichen Gleichung ¥{x, 3/)s=0 gefunden wer- 
den kann. Gehören dann zu einewk gegebenen Werth von x 
verschiedene Werthe von y^ so hat der Differentialquotient 
ebenso viele verschiedene Werthe. 

B6lq;»ieL Man hat aus dMr* fGl^leichung 

y»^4j^4-Ä*'— *««^0.w... i ..-:\ . . . w'J(i) 
2i/dy — ixdy — Aydx+lxdxmmO, 
(2y— 4x>iy — (4y*-3a?)4r=0/ 

dx y^2x y^ ^ 
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Weil zu jedem WMth ron x wwm Wertke von y gehören» 
so moBs nothwendig auch der Differentialquotient zwei Werthe 
haben. Setzt man t. B. in(l) 4r««S^ sowk^l/' — 8y«-0; woraus 

y«0 und y=8, nuthin i'-^^^-j und ^=-g;^ = 3f 
Redudren wir (weil es hier möglich ist) (1) auf y^ so ist 



y^2a?+y44-a«> (s) 

Wird dieser Ausdruck für y in (2) substituirt, so erhält man 

dt/ ' . Sa 



140. 

' Um di0 suoeessiTien odev bäberen Difffirentiakn und Bif* 
ftrwtiaiq(IMifiiLten einet yewmkahen FunctMii F(«v 1/}^^ ^ «n 
erhalten, wollen wir mant «inen btopndim Fatt faitaaebten. 
Wenn 

. • . ... j ^ 

y« — iatz+a^ — 4 = (i) ist, so ist 

(2y— 4ar)dy— (4y - 2w)cLe^0 (2) 



• < « , X , 



In letzterer Gleichung ist p»=-^ zwar eine Function von 

;2f und y «agleich. Weil aber y eine Function von x (durch a 
iMtiimit) i^ »Q kann tuvd muss«.mil» offQ^bar m^ p al» ewie 
Function voni:^ allein betrachten.. . 



1 i 



Denkt man aich nun ia (3) statt y und p ihre Functionen 
von a, [f(a) und g>(a)], substituirt, so muss die Gleichung (3) 
fär jeden Werth von ^ identisch ^uü wenden, mithin auch 
das Differentiid derselbenf ^ sein. lAm kann also die Glei- 
chung (3) auft Neue wieder differentüren, indem man dabei 
die Grössen a, t/, p formell als ttnaUdbigig betrachtet; und 
das Differential =:0 setzt.: Wir haben also aus (3) 
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^ w«I p-|, und ^-0 « .8) tat, 

(l)'-'S+(»-'')-S+'=»-. 

Man beachte, dass man in formeller HinBicht diese Glei- 
chung auch lUDLmittelbar aus (2), nttmlich aus 

y,dy — 2xdy — 2y.{ic4-*-^==0 

erhält 9 indem man beim Diff^^i^tiiren y und dy als Function 
Yon Xy und dx als einen constanten Factor betrachtet und d^y 
statt d.dy Mist, tmd also aaeht nödug ka*^ die' OUiefaong (2) 
«nt auf die Fosm (&) zu braag«. Man hat näaBÜfii durch 
DiArenliatioa Tontteheiider GMchuig: 



dy.dy+yd^y — 2dy.dx — 2xd^y — 2dx.dy + dx.dx^=si0 
dy^ + (tf—ix)d*y—4dady+dx^ = 0.. (4) 

Diese Gleichung drückt nun die Beziehung aus, welche 
zwischen x, y und dem ersten und zweiten Bilfer^tialquotien- 
ten Statt findet. 

Will man den zweiten DifTereqitiidqji^tienten ^ durch 

eine Fun^ticai toa ai, y allein aosdrtekeii; so mass man ÜLt 

-^ seinen Werth aus (2) ziehen (nämlich -^=-^^^) und in 
dx ^ ^ \ €Uß y — 2x/ 

yorstehende Gleichung substituiren, alsdann hat man 
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Man könnte nun offenbar bliese Gleichung^ oder noch be- 
quemer die Gleichung (4), nämlich: 

wiederholt differentüren (indem man die Grössen y, dy^ d^y. . 
weil sie sich mit x ändern^ auch als Functionen yon 'x und 
dx als constant betrachtet) und auf dieselbe Weise auch den 
dritten; vierten etc. Differentiaiquotienten bestimmen. 



142. 

Iirt nun gans allgemeiii 

die verwickelte Function^ so ist nach festgesetzter Bezeichnung*) 



(S^+(f)*-»- 



und wenn nmn durch dx^ dividirt und zugleich das zweite und 
dritte Glied; welche gleich sind; in Eins zusammenzieht; 

(^+s(i^)^+(f?).*i+(f).j-^_«. 

\dx^J \da:dy/dx \dy*/ dx^ \djj dx^ 



—r-A bedeutet: dass die Function F(a;,y) = 

, ), dass die 

Funetion F(a;,2^)3a0 einmal nach a;, und dann daS Resultat, in welchem 
man dx als constant belichtet,, wieder nach y differentiiit ist, oder 
auch umgekehrt. Es ist z. B., wenn ¥{Xjy)»^a^y^ — a^^O, 
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142. 

Beispiel« Man hat aus der Gleichung för das Cartesische 
Blatt (Höh^e Geometrie § 79): 

y»— 3ÄPy+^«=»0 .....{%) 

y^dy — axdy — ay(ir4-««*^==0. ...... .(2) 

dy ay-^a* 

dx y^ — ax 

Hier gehören zu jedem Werth von a (Null ausgenommen) 
drei Werthe zu y und -^y die gleichzeitig alle drei reell; oder 
einer reell und die beiden andern imAgünftr sind» (Anal. § 113.) 

1. Für ^=0 ist auch ^«^0« Der Differentialquotient 

^ aber=^. Um seinen wahren Werth zu finden, verfahren 

wir nach der § 81 gegebenen Regel, indem wir y als Function 
von X betrachten. Es ist darnach flir a;=^0, yssO: 

a-/ — 2jj 



also 



du ay — x^ dx 

dx V* — <^ ^ dy 

dy dx 



(dy\* ^ ^ ^ 

\dxj y dx y 

, / _2^ \ 

dy^ q+yg* — Axy , "-V a * * ' / 

dx 2y 2y 

Es ist also für a?=:0 und y=0 für das obere Vorzeichen 

^=00, flir das untere aber -^=0. Im Anfengspunct, der 
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ein Boi^p^Qü^t isty st^i uliio die ^a$ Berühnugiljiue iwifc* 
recht auf der Abscissenliiiiey die andere fUlt mit Ihr »maammePi 

Für denjenigen Poncty fbr welchen ai/ — a*=^Oy mithin 

y=^ — ist, ist ;;|^=0, und die Berührungslinie geht i^ieder 

parallel mit der Abscißsenlinie. Um c^e Coordinaten dieser 
Poncte zu finden, wo nämlich ay==x^ wii'd; setzen wir in (l) 

— statt y, so ist ni*-2a:' = 0, woraus ä? = und ar=aV2, 
mithin y=0 und ys^a^i. 

Um die Coordinaten der Puncto zu erhalten , in welchen 
die Berührungslinie senkrecht auf der Abscissenlinie steht^ 

setzen wir dön Nenner y* — aa:e=0, mithin ar=— . Dies in 
(1) substituirt, kommt y* — 3y*+^fi=0, woraus y==0 und 
y ■■ ay2, mithin ^«»0 und a?=ay4. Für diese Puncte ist ^= ». 

2. Um die etwaigen Asymptoten der krummen Linie zu 
bestimmen; hat man (§ 79) 

ay — ä;* ay — x^ ay — o?*' 

AP — ., ^ gy— X» _ y< — 2<M?y+^« aay 

y — öw? y" — ax y* — o^ 

Für d?=oo isty = — oo. Daher AT= — a, AC=— a, 
wodurch die Lage der Asymptote bestimmt ist 

3 3 / dy 

3. Um zu finden^ ob £ttr ^=ay2 und y«=sy4 (wo —- 

«■0 ist] ein Maximum oder Milaimum Statt findet , wollen 

wir den zweiten^ Differentialquotienten berechnen. Die Glei'^ 
chung (2); nochmals differentiirt; giebt 

2y.dy*-f-y*.d*y — adydx — ax,d^y — acte.dy-f-2;p.dar*=0, 

(y> — (M?).d*y + 2ydy*--2arfy(ia: + 2afete*=0, 

(,.-«.).g + 2,.g-2a|+2.=0 (.) 
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oA^r^ indem wir ftr den enten DÜferrenttalqnelSdtitezi seinen 
ber^tB gefundenen Wei^th «ubstituiren , 

d*y 6a«*jj* — 2.«*y — 2»^* — 2o*«^ 

• 

rf*y 2( — ar* + 3{w?y — y * — a* W 

I II mp will iiw ii^iii j .ii. »iii iF. p» I m .i i f ii |i I I 

dar» (t/^—aa)^ ' 

folglich, weil nach (l) — a^ + daxi/ — 3/»«»0 ist, 

1 1 1CSS »^^ - - V ' ■ ■ ■ * ■ ^ ■ 

ao?* (y * ^ — oaY * 

Anmerkung. Wir haben hier den zweiten Differential- 
quotienten der Uebung halber ganz allgemein besthnmt. 
Wollte man ihn aber bloss wegen der Entscheidung über 
Maximum oder Minimum fiir den speciellen Punct haben, in 

welchem -^^=0 ist, so hätte man ihn leichter aus (d) erhalten 

können, indem man die in -, - und -^ multiplicirten Glieder 
(weil = 0) weglässt. Für diesen speciellen Punct ist dann 
offenbar -r-?«=*— 5 . Für a;=^ai/2 ist die Ordinate y 

8 

sssa'j/4 im Zustande des Maximum, weil fiir diese Werthe von 
ff, y der erste Differentialquotient -^ = und der zweite 

^-~ negativ ist. Wegen ;^=oo sehe man § 118, 3. 
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143. 

Ürfs kommt manchmal vor; dasa zwei AbhäBgjig veränder* 
liehe Grössen x^ y (z. B. Coordinaten) als Functionen einer und 
derselben yeränderlichen dritten Grösse, t^ gegeben sind *), und 
«es handelt sich nun darum; eine allgemeine Eegel zu finden, 
nach welcher man in solchem Falle^ ohne die dritte Grösse t 
•eliminiren zu brauchen, dennoch die in Bezug auf ^genom- 
menen Differentialquotienten -^, j^ als Functionen von 

t ausdrücken kann. 

144. 

' ' ' Es' s6ien zu dem £äde sowohl y als os stetige Functionen 
von tj nämlich allgemein ^ 

, ^-F(0 ....(x) 

^^m (*) 

Der leichteren Vori^tellung halber denke man sich die 
Absolut verändierliche Grösse' t eliminirt, und dadurch y als 



*) Ein 4olohe0 B^piel findet sich iß. der höheren O^eometrie § 79. 
In der höheren Mechanik werden die Coordinaten einer Bahn oft als 
Panetionen der Zeit aufgedrückt. 

Lübien, IhfloitMimal-IUolumng. 6. Anfl. 10 
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eine gesonderte Function yon x hervorgehend. Eb^ sei nämlicb 
nach bewirkter Elimination von t*) 

y=yW (0 

Denkt man sich fUr t einen beliebigen Werth gesetst, so sind* 
dadurch, vermöge der Gleichungen (1) und (2), die su einander- 
gehörigen Werthe von x und y bestimmt^ und es ist klar, das»- 
man den su x gehörigen Werth von y auch aus der als vor- 
handen fingirten Glekhimf (3) $Aden könnte ,. indem man. 
darin den aus (2) f&r x ernattenen Werfli substituirt 

Lassen wir nun t um das Increment A^ wachsen, so wer- 
sehen Lehrsatz 

Ay=F'(OA«+F"(«).^*+ W 

A«4-/'(«) . A« +/•(«) • ^V .....;•.. <4) 

liässt man femer in (3) die Orösse x sich um den aus (5)" 
erhaltenen Werth A^ ändern, so wird auch in (3)y sich eben- 
soviel als vorhin S^dem imd man hat aus {i) 

* * « 

^y dx'^'^dx* 1.2 ^•••.- 

oder weirn man hierin - mn die Diflferentialquotienten |, 



d^y 



. ... als Functionen von t zu erfaall«n — lUr A^ den Werth. 



aus (5) substituirt, 



^J^2•(/'(*)•At+r(*).^+...]+f^g[A0A^+■^W.^•+...]+..> 

V 

^,-*./,.,.^+|«./.(.)+g.(/.«).] .^!+ <., 



♦) Sei a. «. y— «♦ und o;»*.^, so'i«t y—«« nnd t. B. für <«*i istr 



Da die 1md«n für Ai^ erhaltenen RelheiB (4) und (6) ftr 
jedes A< glekb rind, so > ist (Aoalysis g 64) 

^./",0=F'(0 (7) 

» I 

mid irisd der ans der '€MiBiefcung (1) MgtoäB Wertii 



in Gleichioig^ (ft> substitairt; so erhält man 



, Man sieht leidit, vAi^ man auf «iioietbe Weise erferdiwÜehen 

EaUs auch die folgenden Bifferentialqpifltienten -r^, -^. . . « 

als Fonetionen von t finden kdnntC; indem man bei den vdrher^ 
gehenden Reihen noch das 3te; 4te Glied blirttoksichtijgi 
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Ehe wir weiter gehen^ müssen wir siuyor noch auf zwei 
andere Schreibweisen aufinerksam machen. Weil nämlich so^ 
wohl^^ als y von t abhängig sind, so folgt aus 

yte=F(«) und XM^Jit), 
dam 



S=^'»' S-/"'" 



ist 



Setzt man diese Ausdrücke aar. F'^), /(!)... in die 0lir 

die Differentialquotienten gefundenen Formehi (9) und (IQ), 

so kann man dieselben auch so schreiben: 

10* 
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dy 


dx d^y dg d^x 


dy_dt- 
dx dx^ 


d^ di'di^ dt' dt* 
dx*^ (dxy 


dt 



oder, weil die DifFerentialqaotienteii ^, -3-^ nur Functionen 

von t sind (weil im Zähler und Nenner die Divisoren dt, dt^, ., 
sicli heben) ^ so kann man die in Beisug auf ^genommenen 

Differentialquotienten ~^, -3-^. . . ;, indem wir jetzt dafür ihre 

einfacheren Zeichen p, q setzen^ auch so schreiben: 

■ # 

Pdy dxd^y — dyd^x 

Man darf aber nicht vergessen; dass dies nur eine kürzere 
SchrtilbwiQise ist, und dasn. rechter Qi^xd dx, d^x^ dy, , i^ nur 
als Stellvertreter für f\t)dt, f*(t)dt*, F'{t)db. . ,. stehen. Linker ' 
Hand and p, q. . , : impUclte Functionen von x, die aber durch 
Futtcti^n^eii. von ^.:a}i9gedrUckt sind,, indem xßchter B,mi* dt, 
(*'. . . siiih heben. 
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* Wir können die Sache noch von einer andern Seite 
betrachten und die vorhergehenden Eesultate durch die Infini- 
tesimalmethode auf einem viel kürzeren und natürlicheren 
Wege erhalten. ^ 

Es seien wieder x, y die Coor^inaten einer krummen 
Linie; jede aber als eine Function der willkürlich verändere 
liehen Ö^rÖsse t gegeben, nämlich: 

y=^(t) (1) 

^=yw^. (2) 

Für einen beliebigen Werth von t sind die Coordinaten x, y 
und mithin auch ein Pixnct, M, der krummen Linie, so wie 

die Lage der dadurch gelegten Berührungslinie tgT=^^, die 

Cuß. 



I < 
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Subtang^nte St "=*y;r"; BjPttimiiiingsihalbmesaer qttm \ ^^ ^ «ta ' 

bettiiBBit. 

Könnte man «is der Oleiokaiig (lyimd (2) die Ghröiae 4 
eliminiren, und y durch eine Function von x darstellt; -flo 
könnte man leicht p^ q, so wie die fraglichen Grössen : Sub- 
tangente etc. berechnen, und als Functionen von x ausdrücken. 
Angenommen aber, die Elimination von t sei nicht ausfuhr- 
bar, so fragt sich, ob man dann nicht die erfoirderlichen Diffe- 
rentialquotienten Pf qy mithin auch die anderen Grössen : Sub- 
tangente, Krümmungshalbmesser etc. als Functionen von t 
darstellen kann. 

Der erste Differentialquotient P=-t- ist leicht gefunden. 

Die unmittelbare Differentiatien der Gleichungen (1) und (2) 
giebt 

' dx^f{t)dt. 

Denkt, man «bh ijo^i dty folglich auch dy^ dx njlcht ab absolute 
Nullen, i|9n^m als InfinitesimalgrösseQ^ so hat dio Divii^on 
beider D}ffei;^tialea dy^ dx durch ^loader Sinn, und man 
hat (indem dt eliminirt wird) ^offleich*) 

F'(0 

^- m'. 

Hier ist also der erste Differentialquotient p durch eine end- 
liche gebrochene Function yon t dargestellt, in welcher jedoch 
der Wähler oder Nenner auch constant sein kann. 
Differentiiit man aufs Neue, so kommt 

und, durch dx—f(f).dt dividirt, 

dx ^ [/(<)]» 

oder in üblicher Schreibweise, indem man -^ statt -j^f- 

' dx f{t) 

*) Kach der Grenzmethode giebt die unmittelbare Division— «-^Ar • x ■»? 

fif) ö 
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t^igentUch «taM ^ >y\\^ ''^7?jy) ««öit^ und nun ^ siebt ab 

ein Zeichen (wie nacH der Grenzmethode geschehen winrte)^ 
iottdem Zfthier und Nennsr «U FundioiiiD yxm. t und dt be- 
toEohtei, 



dp 



£fo» 



dx~^'^ dx^ ' 

dg dx^dhf — Zdx.d^xd^y- ^-Myd^x^ — äxdyd^x 

dos d^ 

147. 

Als Anwendung des Vorhexgehenden wollen wir jetzt 
noch die allgemeine Formel entwickeln, nach welcher man die 
ErUinmungshalbmesBer auch ftir Polarcurven bestimmen kann. 

Set deshalb (man 2Seichne , sich die nöthige Hgtnr) der ge- 
gebene Polarwinkel MAX=Ä, der zugehörige Radius vector 
AM =r und t irgend eine Function von ®, nämlich: 

r.=P(©) (i) 

Am leichtesten ist es hier nun^ erst die rechtwinkligen 
Coordinaten PiS=Xy MF=«y des Punctes M, so wie den 
ersten und zweiten Differentialquotienten jp^ g als Functionen 
von ® auszudrücken ; und dann die für p und q erhaltenen 
Ausdrücke in die schon bekannte Formel fiir den Krümmungs- 

halbmesser. nämlich in pe=*+ ^^— -— ^-^zu.substitmren. Da nun 

(l 

y«3r,sin6 (2) 

Ä?=r.oO80 (3) 

so erhält man durch zweimalige Differentiation dieser Gleichun- 
gen^ indem man y^ x als Functionen der absolut veränderlichen 
Grösse betrachtet,*) 



^) Weil nk/ch Gleichzog (l) r eine ipegehen^ Function von 6 ist, 
nämlich r»sF<0), so hat man rechter Hand in (2) und (3) nu^ eine 
absolut veränderliche Grösse O, nämlich: ^ssF(0).8inO; a;H-F(#).oo» ^ 
«nd wir schreiben nur Kürze halber r statt Y{ß\ dr statt Y\B)dB, 
dH- statt F"(0)rfe* etc. 



dx >B(x>B ^^4r«--r .1(191 ö(?0, 
d«y=2coB©dedr+gmÖ.d«r — rainÖ.d©«, 
d«-B=_28m©d©.drH-WB^.d«r— rcosödö«, 

und hieraus nach einer ^was weitläufigen Multiplication*^) 

^ . d«y = 2cos « öd© ir « 4- »m ö . COB© rfr d«r 4- r « sin»© dö» 

— 3rsn|$icos©d©*dr— rsin*©d©.dV, 

•Substitairt man diei^e Ausdrücke in die vorhin für p and q 
gefundenen Formehi 

dy dad''y-^'ehf.d*x' - 

^—rfS*' ^~ d^ ' 

I . 

490 erhält man jE> und q ab Functionen ©^ nämlich: 

sin© äi^+r cos © dO 

^ cos©dr — rain©d©' 

2d© dr« — f^©d V + r»d©» 



. , . ^ (coa©dr— r8i^©<i©)» " 

J!)tai^ BU))HJ«a^^ Werthe entsteht endlich 



"^"^ ~ (coB©dr— rsinÖd©)« ' 



*)Jff^. f(mui die«a i^beit bedeutend «hküa^u: Da iwimlicb die 
Xtichtung der AbsciMeiiachse, auf welche wir die Lage eines beliebigen 
Punctes, M, beliehen wollen, ganz willkürlich ist, so nehme man an, sie 
^ei senkreeht anf den Radius yector AM, alsdann werden die Differentiale : 

d^^d^r-^rde^ d^x^—2dedr 



dxd^ «■ r^de^ — rdSd^r ; dy€Px — — 2d9dr* 

Dies in die Yorhin für p und q gefundenen Formeln substituirt, kommt : 
_ dr r»rfe»~rdOdV4 

^gp ^ ' -^ substituirt, muss für ^ dasselbe Resultat wie im Text kommen. 



; 2 — * ,^, . Dies wieder m 



löä 



(dr'-fr'dS*)* 






i^^^J 






( • 
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Aufgabe. £b böU dei^ KrüxnmtuigshalliiiiesBer der £xpo- 
neiilialspinde^ derta -Qlrielraiii^ 

iBt, gefunden werden. 

.. . ' . •• 

Aoflörang. Han bat hier 

de* ' ' V V de»~* '^^ 



* • 






e=^^-^=n/2. 



Der KrümmungsHalbmesser ist also bei dieser Spirale 
stets gleich der Normale (S 74). Atuf dem rec^twink^igeii 
Dreieck OAM folgt; dass die vom Pol an den Endptmct O 
des jedesmaligen Krümmungshalbmessers gehende grade Linie 
AO=r ist ^ ^ 

Für die Archimedeische Spirale, deren Gleichung r-ss—,^ 
(Höhere Geom. § 96) findet man den ErümmuBgdudbihesser 



?== 



r« + 



a 



i 



27r^ 



■i ■ ■ »■ > 



Zolmtes Buch- 
Erelttten sid £T«lreiteii. 
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AnUcftbOi Es sei BC eine durch' ihre Glmchnii^ y=«F(a)i 
g^ebeae krumme Linie. Durch ihre sftmmtlichen auf einauder 
folgenden Functe denke man eich die Normalllnien gezogen 
und auf diese die- d«n rerecfaiedenen Functen entaprechendeor 
Krünunungfihalbmesaer abgetragen, so folgen auch die End- 
puQcte dieBer KrÜmmungehalbmesaer stetig auf einander nnd 
bilden eine gesetzntftBs^e krumme Linie bc. Eb handelt sich 
darum, die Öleichnng fßr diese krumme Linie bc (den geometri- 
schen Ort der Mittelpuncte aUo* Krümmungekreise) aus der 
gegebenen Gleichung y=F{x) z*. finden. 

Auflösung. Das 
hier Gesuchte ist 
eigentlich schonge- 
funden. Denn sind 
X, y die Cobrdina- 
ten eines beliebigen 
Punctee, M, und a, 
ß die Ooordinaten 
vom Endpuncte m 
des entsprechenden 
Rrümmnngehatb- 
messers iSm^if, so 
ist zufolge § 12B 

ß~,+'^ (.) 
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Weil nun in diesen beiden Gleichungen*) y, p, q TermÖge 
der gegebenen Oleichong y^F{x) EVinctionen von x sind, so 
ist klar, dus, wenn man 6ta x bestimmte Werttte gesetzt denkt, 
auch o and ß I>e8timmt werden. Denkt man sich umgekehrt 
&a a einen bestimmten Werth gesetzt, so erhält auch vermOge 
Gleichung (l) x einen bestimmten Werth. und durch diesen 
Werth von x, in (2) siOütfiiiM, -*iaditjaiä-.ß bestimmt. Könnte 
man die Gleichung (1) auf x reduciren, so könnte man den 
daillr erhaltenen Ausdruck statt x in (2) substituiren und 
erhielte dannif?)äll PftiMiöi^ vbaM. i> ) I > ' ' 

160. 

Aufgabe. Ee sei die Gleichung einer Parabel, j/=yax, 
gegeben und die Gleichung filr den geometrischen Ort der 
MittelpunMe iJler ikror Krihnmungskraise geaUcht^^. - 



Ton y, p, q in den Gteiobsnven (l) und (t) substitairt, kmnmt 
a = 3x-i-{a und /* = 7-. Aus der erstercn Gleichung 



^=-|K' *. 



• («-w 



*) DJMe beiden tileicbnogeii, ao wie auch die Fonnel für den Krüm- 
el künerem Wege, 
urenn y^Flx) ge- 

ielat and beachtet 



(') 

w 

■ ■■ w 

tn (!) ..b«. k..«t .-„_*(-'!£!±«.)_|(,Hr,.,, 
^ ' - " iixd*y q ' 



oder aucb II 10) 



dxtPy' 
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Ql^leich die ebe» filr die Pardbel wirkUob amgeAlhvie 
ElimiBation von x aus den beiden Gleichungen (1) und (2) 
(§ 149) in uideni FftUen «ehen mdglloh ist; %^ grtmgan wir 
doch, oAxdd diese Elimination bewirken zu brauchen, zu einem 
merkwürdigen Satze. 

Setzt man nämlich*) £tir die Grösse ^, welche eine 

Function von x ist; Kürze halber u, mithin nach § 149 

a^^x — p,u und ß=t/-{'U 

und denkt man rechter Hand in den durch p,u, y vertretenen 
Functionen von x^ x-^Ax statt x gesetzt; so würden auch a und 



*) 2tur UeiMnig cKenead, möge man aneh lolgendea übUehen. Weg 
yeif eigen: Da die Coordinaten a, ß und der KiümmungshalbmesBer ^, 
die lieh Ton Fonct su Ponct der gegebenen kroiwiien Unie ^mmW{x) 
ftiUleni) FttaeHoaen von m ciiid (««»^(fl?), ßmm^{x)y ^«»«(d;)}, ae kann 
man sieb «t, A p alt Stdiireiireter di — er Fanetienen in dto 3 C^letsbim* 
gen (§ 149, Kdbkg.) 

(y-/J)»+(^-«)'-?»-o ; (0 

(y-^i9)ii^4-(«— «)«to*-o («) 

(y-Ä<iV+rfy*+Ä?«=.o (•} 

denken. Diese Gleichungen müssen nun für jedes x identisch Null, mithin 
auch ihr Differential -*0 sein (| 185), d. h. ihr Differential nicht nur in Be- 
lüg anf «, y, sondern sagleieh aaeh in Bestig auf a, ^, ^. Aus (1) folgt 

oder, weil naeh (2) (y— /»)4r+(«~«)«fc-*0 ist: 

(y'-ß)dß+(X'-a)da'^'-QdQ (*) 

Aus (2) folgt 

rfy * + (y — /9) ««"y — £/y d/J + rfa;« — da?da =« 

oder, mit Berücksichtigung der Gleichung (3) 

dy.dß'\-dx,da^(^ (:.) 

Aus (5) folgt die merkwürdige Beziehung 

dß dx 
da ^* 

Aus (2). folgt y -/'""~^ (aJ— «), oder 

y-/.-S(x-«). 

Diesen Werth von y—ß in (1) und (4) substituirt, kommt: 
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ß tun Aa, A/9 wachsen. Geht «iw aber gleich auf dag Di£Peren- 
tial (erste» Glied) über ond/bemerkt^ dMft (§ 88) -f^^^P ^^^ 

X«sjr^ also dp^=^^ la^ so folgt aus obigen Gleichungen 
dß^=^dy'\'duy 
da^Bada — u. dp — pdu=da ^— - . qdai — pdu, 

da^» — p (pdx + du) = — p {dy + du)» 

Dividirt man die erste Gleichung durch die letzte , so ist 

(§ 145) 

dß^ 1^ 

da p* ^ 

Dieser AHsdmok (eine Fun^etion toh ^t^) int nun 

P 
offenbar die trigonometrische Tangente des Winkels mT'as^ 

welchen die durch m an die krumme Linie be gelegte: Beruh* 

rungslinie mT' mit der Abscissenachse macht. Da nun tg v 

m 

sa» — und tgT=^, so ergänzen sich die beiden Winkel v 

und T zu einem rechten (weil die Tangente des einen die Co* 
tangente des andern ist). Hieraus folgt nun aber^ weil TMm 
= 90^; dai^s die beiden Linien Mm und mT' eine einzige grade 
bilden, denn Mm muss^ verlängert, mit der Absdssenachse 
einen Winkel bilden, welcher den Winkel % £U 90^ ergänzt« 
Jeder ErünmiungsfaalbmesBer, wie Mm,^ ist also normal auf die 
krumme Linie BC, und tangirt zugleich die krumme Linie bc. 

152. 

* Eine andere Merkwürdigkeit (auf welche wohl zuerst 
die im folgenden § zu erwähnende rein mechanische Vorstel- 
lung gefährt hat) besteht darin, dass ein beliebiger Bogen der 



(S+')(.-«)-.S- 

Letztere Gleichung quadrirt und durch die vorhergehende dividirt, kommt 
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Linie bc, z. B. ^4I< B«g«Q hm, d«ieen oabMtimiBtfl Xiftoge wir 
^t aetaea voUen, dMwlbe DiSsrential hat, wie der an «einen 
Eadpaiict m geltende KrümmmifflhaJbnieBier' Um. 

W«£l nümlioh die CotHdmotea a, ß daa Ponotee m Func- 
tionen der<AbMiwe ai deS; eatspieclisndeQ Pouctei ti fägj, bc 
können wit du Differentift) dei Bo^ne i, nitodwl) d*>^da*+dß* 
(I 70) Bach' (ohos die entmckelte CHeiclumg ewiBcfasD q und 
ß kcamen m braaiihsn) dnrck eine Function von «s und defoen 
DiffioremÜBl aunärfteken; Da nSmUch bereili (g l&l) gefundeo, 
daiB dai^i~~p{dy~'rduyKaiA. dßwm^-^da, »o iit, in dem nw » 
diese AosdiUcke flir da and (j0 in die ^ovw^dt^da^+dß* 
mbalitnirt, 

Dv emt^f^ckende KrttnuoangabalbweBBer ist ^un q^ — ^ ^^ ' 

oder ^ wieder =« gesetzt: q^ — U+i''}'"- Letztere 

Oleöckiu^ dififerentäit, giebt 

d^ — [«.(l+p»)-*pdp-f(l+^>)ldM], 
j.^ «p-</p + (l+.p')-tfti, 

^ , . . (i+j-')^ ' . ■, .,:,. 

rfg ^ — (% + du) .yi 4-p*. 

Eb ist also bis auf das 
Aq= A». Diee beweist, 
und n enthaltene Bogen g 
an diese Punct« gehenden 



Man, den! 
gesetsmäaB^^ krusunen 

unausdehnbaren Faden gelegt, denselben im andern Ponct b 
gefaast and straff angezogen, Ton der krumnten Linie wieder 
abgewickelt, so wird derPunct b des stets gerade gespannten 
Fadens o^nbar pine andere gesetzjnäsaige krumme Linie, BMC, 
beschnibepL 
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(uelie folg. Fig.); zu gleicher 2jät drehe sich der Radius 
CA = r in entgegengesetzter Richtung um den Mittelpunct C 
und zwar so, dass der rom Endpunct A in der Peripherie 
durchlaufene Bogen dem auf der geraden Linie durchlaufenen 
Weg an Länge stets gleich ist, z. B. ÄÄ'=X^, und AA 
ma2r7r, aiadmaa bepohr^bt der Endpoiict A des BadiqB CA 
nach «mer ganzem Uindrahuiig eine knuauoe Linie AB"A, 
weklie Cycloid« (Radlinie) Jteisst Did >Gy«liHde kann mau 
sich auch durch den Ponct A hesphifeben denkw, .w^^"^ ^^ 
£ret0 C i^uf der geraden Linie so fortrollt, dftfls die stetig 
auf einander folgenden Puncte der P^riplieriB mit den stetig 
auf etnander folgenden Puncten der geraden Linie zusammen- 
£Jlen und der .fortrolleade Kreia nicht rutschen («leiten) kann. 
Es ist klar, dass bei fortgesetzter Bewegung dieselbe Cycloide 
nnzSlilige Mal erzeugt .wird. Da nun- diese krumme Linie 
sehr viele merkwürdige Eigensohaften liat and für die höh»% 
Mechanik von Wichtigkeit ist, so wollen wir sie hier discutif en. 
Zuerst stellen wir die folgende An%abe. 

156. 

Aufgabe. Die Gleichung der Cjcloide zu finden. 



Auflösung. Es sei AP = a!, MP^^y, AC = r, dann ist 
d;=AA' — MR. Heirat nun der mit der Längeneinheit aus 
■C' zwischen den Schenkeln des Winkels MC'R bes^rtebene 
Bogen &, so ist der vom Endpunct A des Radius CA durch- 
laufene Bogen A'M = r0. Da nun AA' = X^=:f0 und OR 
=r — y, MR = v'2r_y — y^j cosÖ = — mithin @=arc.cos 



a;=r.arcco8 - + y2ry — y*, . . . ; (t) 
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Berücksichtigt num hier das mechanische Geseta^ wonach 
die Cydoide durch die vorgeschriebene Bewegung entstehen 
soll; so ist durchaus das doppelte Vorzeichen ^T erforderlich 
und da gilt offenbar das oberC; so lange der roturende Radius 
sich auf der linken^ und das untere^ so lange er sidi auf 
der rechten Seite des parallel mit sich selbst fortgleit^iden 
DurcJimessers befindet. Dies vorausgeschickt; können wir nun 
leieht seig^oi; dass in obiger Gleichung wirklich alle auf ein- 
ander folgenden unzähligen Cydoiden enl^alten sind.**) 

Zufolge Trigon. § 59 sind alle Bögen, deren cosinus *nl 
isi^ durch die Formel 2kTt gegeben, wenn man darin iksoO, 
I, 2, 3.. . setzt, z. B. cos Oaxi ; cos 27rssl, cos 4^«:1 etc. 

Ebenso ist cos (2ä;+ 1) 7r= — 1 und cos (2ä;+1).~ = 0. 

Dies beachtet, ist nun für y«=«0, ^«=r.arc (coss=si) 
=:r.0, «•r.27r, =r.47r etc., wodurch also sämmtliche Spitzen 
A, A . . bestimmt sind. 

Für y-« 27» wird j?=2r.arc(cos=ts — 1) =r7r,==r.37r, «r. Stt 
etc., wodurch alle höchsten Puncto B". . . bestimmt sind. 

Für y=r wird a?=r.arc (cos = 0)+r, mithin ^=»\- — r, 

=^-^ + ^7=*^.-^ ^ ö*c- Dies' giebt die Puncto w, m', 

m" . . . etc. 

Anmerkung L Dreht ^eti der Bafius CA statt* l^s. 
rechts herum, so werden offenbar dieselben (hier punctirteii) 
Oydoiden nur in umgekehrter Lage beschrieben, und man 

*) Mas kann auch so verfiUiren: Es ist offenbar; 

xttmrB'^TvakB (i) 

y«^r— fcoflO . .(2) 

Um aus &esen beiden Gleichungen die dritte Teränderliche G-rösse 
^ ZU eümioireii, hat man aus (2) cos 9«" und hieraus sin 9 

^-. y ry—y ^ ^"t^src cos ^^^^. Dies in (I) subsütuirt, kommt die* 

selbe Gleichung vne oben. Man kann aber auch die dritte verilnderlichs 
Grösse B beibehalten und die Cjcloide durch Hülfe der beiden Glei» 
«hangen (1) und (2) construiren und discatiren. So ist für 

9—0, ^, zr, \n. 27T, 

TT BtT , ' rt 

icmmO, r.-— r, rn, ^--^"^^^ *'-^^' 

y — 0, , r, 2r, r, 0, 

Liibsen, Inflnitesimftl-Beclinuiig. 5. Aufl. 1 1 
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erhält wieder dieselbe Qleichnng, nur mit rnngekehrtea Vor- 
zeicheii x^r arc cos-— ^ + V2»'y- — y*. 

2. Jede Cydoide bestellt aus zwei gleichen Hälften, weil 
die Abstände zweier gleich hoch lie^;e&der Puncte, m, m', von 
der Linie B"A" gleich sind. 

3. Will man Torstehende Oleichung als ganz willk&rlich 
aufgeworfen betrachten and rein geometrisch denten, mithin auf 
die in der An%abe ang^ebene mechanische Entstehungsweise 
keine Hticksicht nehmen, so f&Ut auch die Vorstellung des sich 
drehenden Radius weg. Die Construction der Gl^chnng giebt 
dann, wegen des doppelten Vorzeichens, sämmtliche Cycloiden 
in beiderlei Lagen, die sich, sowohl rechts ata links von A^ 
unzählige mal wiederholen, weil man die zu cos» ~ ge- 
hörigen Bögen auch in negativer Drehung nehmen kann. 

4. Verwechselt man diö Coordinatenachsen mit einander^ 

und setzt AQ^-or, MQ=y, so ^ebt die Ölrächung (l), indem 

man x mit y vertauscht, 

r — ar_ /■ - 

y^r arc cos— — ---\-\%rx — «', 

157. 

Aufgabe. Durch einen gegebenen Punct, M(:r, y), eine 
Tangente an die Cy- 
cloide zu legen, so wie 
auch den Krümmungs- 
halbmesser ttlr diesen 
Punct zu bestinunenr 
und die Gleichung fiir 
den geometrischen Ort 
der Mittelpuncte aller 
Kriimmungskreise (die 
Evolute der Cydoide) 
zu finden. 

AuflSaong. Kefamen 
wir AX als AbsciBsen- 
und AG als Ordinaten- 
Acfase , *) setzen also 
AP=a:'undMP=y, so 
folgt aus der Gleichung 



*) In § 158 wird auch die GleichiiDg (1) deiilCjdoide discntirt werden. 
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y=r arc cob -^y^rx — x^y 

T 

indem wir nur die erstere Hälfte AH der Cydoide betrachten^ 
mithin von dem doppelten Vorzeichen + nur das obere zu 
berücksichtigen brauchen^*) 

dy X 

d^ ilrx—x^ 

Dieser Ausdruck lässtsich leicht construiren. Weil näm- 
lich A'E = AP— Ä und ME=ay2r^— «« (Geomet § 126), 

wiBtaiieh-p=^===^ = tgEMA' und folgUch EMA' 

f AiX "■^~ X 

=T, mithin auch MBS (=Em1o=^- 

Wenn aber zwei durch denselben Punct M vorwärts 
und rückwärts gehende Linien MT, MB, mit zwei parallelen 
Linien AX, A'B gleiche Winkel machen (MBE=t), so bilden 
sie eine einzige gerade Linie. Dieses merkwürdigen Umstan- 
des halber ist es also leicht, durch einen gegebenen Punct, 
M, eine Berührungslinie an die Cycloide zu legen. Man legt 
nämlich durch den Punct M erst den Erzeugungskreis und 
verlängert dann nur die Sehne BM. Die andere Sehne A'M 
(weil senkrecht auf BM) giebt also, rückwärts verlängert, die 
Normale. Die vier Linien: Tangente, Subtangente, Normale 
und Subnormale, sind leicht zu bestimmen, bieten aber nichts 
Merkwürdiges. 

Um den Krümmungshalbmesser ^ = —^ — ^—^ (§ 129) zu 

bestimmen, welcher natürlich auf der concaven Seite liegt, hat 
man aus der schon gefundenen Gleichung 

dy X 

dx~ ^2tx—x^ ~^^ 

d^y rx 

^~ (2rx—x^~^' 
mithin: Q = 2y2rx. 



*) Will man die beiden Gleichungen (§ 156, Bdkg.) benutzen, so 
sind diese hier, weil jetzt AP«sa;, MF»»^ gesetzt worden: 

ymasrB^r sinö; dy^r (1 — cos 9) dB, 

aj=»r — r cos 9; dx^^r, Bin BdB, 

^^ r(l-C0Be) _^ etc., wie im Text (§ 144). 
dx rsm6 ME ' . \ö y 

II* 
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Dieser Ausdruck für q buBt sich ebenfinUs leicht con- 
struiren. Weil nämlich A'E=»=ä? und A'M=y2r« (G^eom. 
% 126; Zus. 1); so erhalten wir das merkwürdige Besukat^ das» 
der Krümmungshalbmesser fbr einen bdiebigen Punct^ M^ der 
Cycloide 2mal so lang ist^ als die entsprechende Sehne KA^ 
des Erzeugungskreises. Diese Sehne MA' braucht man also 
nur um sich selbst nach m zu verlängern, so ist m der Mittel- 
punct des zu M gehörigen ElrümmungskreiBes. Für ajcsQ ist 
^sssO (die Krümmung in allen Spitzen unendlich)* Für ^=s2r 
ist ^==4r»=HL=iJL (§ 153). 

Um schliesslich noch die Q^leichung filr den geometrischen 
Ort AmL der Mittelpuncte aller Krünmiungskreise zu erhalten^ 
brauchen wir nur in den beiden § 129 gefondenen allgemeiiien 
Gleichungen 

a=Ä~^.— - — (i) 

ß=-!/+'-^ W 

die Grössen y, p, q und x auszudrücken und dann a zu eli- 
miniren, was hier möglich ist In Bezug auf die Ofcloide ist 
hier nämlich 

ijsssr arc cos V2ra — a^, 

T 

^ rx 

^ 2rx — X* q 

Dies in die beiden Gleichungen (1) imd (2) gesetzt, kommt 

a = — Xf 

ß = r arc cos ^ -f- y2rx — x^, 

r 

Setzen wir in letzterer Gleichung — a statt x, so ist x 
eliminirt, und wir erhalten für die Evolute der Cycloide die 
Gleichung 

ß=r arc cos f-V — 2ra — a\ 

r 

Damit die Ordinate ß reell wird, muss man die Absdsse a 
negativ, also in entgegengesetzter Bichtung der positiven Seite 
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AX der AbscisBenachse nehmen. Für o = — 2r=AK z. B, 
wird /S^rarc(eoß = — l)=t'«^LK. 

Die Evolute der Cycloide ist sIbo wieder eine Cycloide 
und zwar ganz dieselbe (g 156, 2), jedoch nur bo congnient, 
dass AL nicht auf AH, sondern auf HA filllt. 



158. 

Nimmt man AG als AbsciasenachBe und setzt AP=d;, 
MP™y, BO ist die Gleichung iür die erste Hälfte der Cy- 
cloide (§ 156) 



iB^=r arc cos — — Vat-^ — y*. 

HierauB folgt die Differentialgleichung der Cycloide 



y2ry— !,»' 

N=y27^. 

Weil NE = ^ und die Sehne MN=y2j-y (Geom. § 126), 
BO ist klar, dass die Richtungen der Tangential- und Normal- 
lisie fär einen Punct, M, der Cycloide durcli die Complemen- 
tärsehnen MN, MB des dadurch gelegten Erzeugnogskreises 
gegeben dnd. 

Um den Krümmungshalbmesser e^ ^-^ ^ 

hat man aus der Gleichung: 
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dx y r y -P' 

da:«~ ^ Vy ) y^ ' 

d*y r 1 dy 

da* y* |/2r ^' 



1 

y 

Der Krüiumungshalbmesser ist also just das Doppelte der 
Normale. Für y=2r ist ^ = 4r=HL etc. 

CTm d[ie Evolute der Cydoide su finden; substituiren wir 
die Werthe von p und j in die beiden Formeln § 149, und 
erhalt^i 

a=5=^-f-2y2ry — y*==r.arc cos ^ + V2ry — y*, 

/»^ — y, 

a=r »rc cos ^IJlß- 4- v'_2r/J — /?«. 



Elftes Buch. 



Wie mm eine Fonction ron zwei oder mehrereE 
absolut yeränderlielieft Grossen diferentiirt. 



159. 

JDisher haben wir immer nur Functionen zweier veränder- 
licher Grössen a, y betrachtet und uns die eine^ y^ als von der 
andern^ x^ abhängig gedacht. Es kommen nun aber auch Fälle 
vor; wo eine Grösse, Zy von zweien oder mehreren andern 
Grössen Xy y, , . abhängig ist, letztere aber völlig unabhängig 
von einander sind. Dies würde z, B. schon der Fall sein, 
wenn wir eine Gleichung für eine Fläche aufstellen wollten. 
Hier brauchen wir dann nothwendig, um die Lage eines Punctes 
zu bestimmen, drei Coordinaten x^ y, z imd wo wir, wie üblich, 
z als abhängig oder als eine Function von den beiden andern 
jCy y denken, welche letztere beiden willkürlich veränderlich, 
mithin ganz imabhängig von einander sind. (Vergl. Höh. Geo- 
metrie §§ 102 und 103 etc.) 

160. 

Des leichtem Verständnisses halber wollen wir vorerst 
nicht mehr als zwei unabhängig veränderliche Grössen nehmen, 
und der grossem Anschauung wegen bei dem eben erwähnten 
geometrischen Beispiele stehen bleiben. Sei deshalb ganz all- 
gemein (s. Figur Höhere Geometrie § 103 . .) 

z^V{x,y) 
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die Gleichung irgend einer krummen Fläche^ A^ der Anfangs- 
punct der drei auf einander senkrechten Achsen. Nimmt man 
zu einem beliebigen 4?= AP ein beliebiges y=PQ, so ist^ 
vermöge der gegebenen Gleichung^ die dritte Ordinate 2:=sMQ^ 
und mithin der Punct M der Fläche bestimmt. 

£s ist nun einleuchtend^ dass die abhängige Grösse z iia 
Allgemeinen jedes Mal eine Aenderung erleiden muss^ wenn 
wir annehmen^ dass entweder x alldn^ oder auch y allein^ oder 
auch beide x und y zugleich sich ändern. Um diese drei 
yerschiedenen Annahmen d^iizuMllenj . wollen wir die Aende* 
rung (Increment)^ welche z erhält^ indem x allein sich ändert^ 
mit ^xZj wenn, y allein sich ändert^ mit Ay2;^ und wenn beide 
./'; y zugleich in andere Zustände übergehen^ einfach mit A^ 
bezeichnen. Ebenso wollen wir den Differentialqnotlenten 
von z^^T{xj y\ in Bezug auf x genommen mit'F!(r(«;j/) oder 

mit (;t-); und in Bezug auf y genommen mit Fy(d?, yY oder 



(S 



andeuten. 



dy, 

161. 

Lassen wir nun in 

z^Y{x,y) (x) 

bloss X sich ändern und in ^-f- Aar übergehen; so hat man 

-2 + A^ij — F(^ + A^, ^). 

Die rechte Seite lässt sich nun nach dem Taylor' sehen 
Lehrsatz in eine nach Potenzen von /\x fortschreitende Beihe 
entwickeln und man hat {y als constant betrachtet)*) 

3+ A«^»;=F(^,5^) + F;(^Vi^) A.t?+Fi;(Ä,y)y^+. . . . 

a.-5=f;(^, 3^) A.t.4-F;;(^,^).^+ .... 



A..=f$_U-+(4^)^ 



0?« 



dx) ^\<tx^J 1.2 



4- 

I • • « • 



*) Sei z. B. Ä— aj'y— 3y'+l» «> "t 

Dies hätte man kürzer haben können , weil hier y^) ■" 2a?^ ; 
(^)-=2y, daher Aa5«=2a;y.Aa;+2y. j^. 
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und weim in zmTF{jr^ y), a tekien WetA behftit und dagegen y 
sich ändert und in y + Ay übergeht^ so findet miai auf giekriie 
Weise die partielle Differenz von ;e; in Bezug auf y^ nämlich 



A f^\ A , f(i^^\ Ay« . fdh\ Ay 



8 + --- 



Aendern sich beide Grössen as, y gleichzeitig um A^; Ay, 
so bat man für den neuen Zustand der Function (l) in Zeichen 

ÄT^. A«»aF(«-H Ajr,y + Ay). 

Weil hier aber z ganz al^gmein als eine Function von 
^, y nur in Zeichen angedeutet ist; z=^F(a, f/), so kann man 
die beiden gleichzeitigen Substitutionen ar + Ao?, y + Ay statt 
a, y auch nur andeuten^ aber nicht zugleich auisfilhren. ^) Maift 
sieht aber leicht; dass man zu demselben Resultat gelangt; 
wenn man in z^=^¥{pCyy) erst ^-f* Avr statt x setzt, und na<^ 
dem Taylor**schen Lehrsatz nach Potenzen von Aä? ent- 
wickelt; und dann in der erhaltenen Entwickelung allenthalben 
y+ A^ statt y setzt und wiederum nach dem Taylo raschen 
Lehrsatz nach Potenzen von Ay entwickelt. 

» 
162. 

Nach dem vorhergehenden § folgt^ wenn man erst x-\- A^ 
statt X setzt, aus 

z + AxZ^'W^x + A^, y) ; 



*) Kimmt man für F(a;, y) eine bestuninte Form, wäre z. B. 

80 kann man beide SabstitotioQen zugldeh vornehmen. Es ist nämlich 

z + AÄ«=»a;*y— 3y*-f l+2a;yA«+(a;*— 6y;Ay+yAa;*+2a:Aa;Ay— 3Ay*4"^^*^y 
A«=- Ixy . Aj? 4" {** — 6y) . Ay + y • ^** + ^xAxJ\y — 3 Ay' -\- Ax*Ay. 

Setzt m'an aber erst x+^Ax statt x, so ist, nach vorhergehender Note, 

Ä+A«Ä^a;*y — 3y*+l+2ÄyAa:4-y. Aa?*, 
and wenn man hierin jetzt y+Ay statt y setzt, 
z+Az^x^{y+ Ay)— 3(y + Ay)» + 1 + 2xAx(y + Ay ) + (y + Ay)Aa;S 
«+ Aa « a;*y--3y*+l+(a;*— 6y)Ay+2a;yAa;+yAa;»+2a;AapAy — 3Ay*+^^ ^^y« 
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oder, nach Potenaen von A« entwickelt, ind^n man y con- 
Btaut sein läsat^ 

Setzt man jetzt allenthalben y+Ay statt y, so hat man 

(i) z+Az=F(x^+Ay)+n(äf,y+Ay).Ax f Fi^Ca^^+Ay-rj-yH-.. 

und wenn man rechter Hand das erste Glied, sowie auch die 
Coefficienten von Aar, Ax^... nach dem Taylor' sehen 
Lehrsatz entwickelt und beachtet, dass jetzt x constant ist, 
so hat man*) 

F(«,y+ Ay)=P(a:,y)+F,(«,y). Ay4-F;'(^,y)Yf^+. • . • 
F.(^,y ± Ay)=F;;(x,y)+Fi^(x,y) Ay+F;^'.(ar,y).^+. . . . 
F;U«,y-hAy)-F;;(«,y)+Fi;;(.r,y)Ay+F.,^,(^,y).^-|-H. . . 



Dies in (1) substitairt, ist also in Zeichen: 
Ä+A«=F(«,y)-|-FJ(^,y).Ay+F;;(«,y).^+MAy»-J-. . . . 

F'4^a!,y) Aar+Fi;(*,.y) AyAar -l-M' Ay«A« +. . . . 

+F- (^;y).-^-|+M"Ai/. A^^ . . 

oder weil z^^F(x,y)f so hat man für die totale Differenz von 
z in der bequemeren Bezeichnung 



*) F^^^ {x, y) soll andeuten, dass F{x, y) einmal in Bezug auf x, und 

dann der erhaltene Differentialquotient noch zweimal in Bezug auf y 

( dH \ 
differentiirt worden, was man auch durch (— — -t] andeuten kann. 

\dxdy^/ 

fdz\ / rf*a \ 

Wäre zum Beispiel »i— «V — y*+l» »o wäre [ — \^^^^\ I , , ) 

\dx/ \dxdyj 
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16S. 

Wir haben im vorhergehenden g aus der Fanetion z >= V{x, y) 
die totale Differenz (d. h. wenn die absolut ver&ndwlichen 
Grössen sich beide zugleich ändern) erhalten , indem wir erst 
x-i-Aa statt a, und dann in der erhaltenen Entwickelung 
y+ Ay statt y setzten.. Es Utost sich aber umnittelbar einsehen^ 
dass nothwendig dasselbe Resultat kommen muss, wenn man 
diese Substitutionen in umgekehrter Ordnung vornimmt, näm- 
lich in zwmF(ajy) erst y+ Ay statt y und dann in der er* 
halten^i Entwickelung a+Ax statt w setzt. Nöthigenfalls 
m(^ der Anfänger sich von der Riditigkeit dieser Behaup* 
tung durch eine nochmalige Entwickelung überzeugen. Man 
erhält dann wieder 

/dz\ fdz\ . /dh\Ax^ . f cPü\ /d^z\Ay^ 

164. 

Hieraus folgt femer — weil nämlich beiderlei Verfahren 
gleiche Resultate; nämlich die totale Differenz von z geben — 
dass in beiden identischen Reihen auch die CoefiBcienten von 
gleichartigen Producten der Incremente Aa, Ay einander 
gleich sein müssen, nämlich 

\dxdy) \dydx)^ 

daf^dy"" ) "" \ dy^daf^ )' 

d. h. ob man eine Function zweier absolut (oder auch abhängig) 
veränderlicher Grössen F(^,y) erst mmal in Bezug auf x und 
darauf noch nmal in Bezug auf y differentiirt, oder umge- 
kehrt, erst n mal in Bezug auf y und darauf noch m mal in 
Bezug auf x differentiirt, das ist einerlei. Ist z. B. z=x^y'^ 
+ %x^ — y+t, 80 ist 

(|)_3.y.+ .2.; (|)-5«y-., 

etc. etc. 
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Wäre BoUieBiIich z eine Function von drei veränderiichen 
OröBMQ, und mehr werden selten vorkommen^ in Zeioben 

wo alle drei Ghrteien x^ y, v, «bsolttt yeränderfidi (von einander 
unabhängig) sind, so findet man ganz auf die vorhin gezeigte 
Weise sowohl die partiellen Differenzen ^»Zy t^^Zj ^tZy als 
auch die totale Differenz Ajt. W^ in den {»raetbchen An^ 
Wendungen der Differentialrechnung aber nie mehr ab die 
niediigsten GKeder erforderlich sind, welche die Factoren 
(Ineremente) A«, Ay, Av in der ersten Potenz enthalten, /Uiid 
es weitläufig sein würde, auch die hohem in A^^ etc. mul* 
tiplicirten Glieder zu entwickeln (welches, wie gesagt, auf die 
vorhin gezeigte Weise geschehen könnte), so wollen wir hier 
auch nur die erwähnten niedrigsten Glieder entwickeln und 
die hohem bloss andeuten. * 

Aendert sich in z^*^Y[xy y, v) nur eine Grösse, z. B. x in 
X + A^, so bleiben die beiden andern ?/, v constant (man denke 
sich dafür bestimmte Zahlen gesetzt) und man ha4; dann 

2:+ Ax;5=F(4?,y,t?) + Fi(4:,y,t?). A^-f-MAA'»+. . . . 

Aendem sich zwei Grössen ä in a?+ A« und y in y + Ay, 
so hat man 

Um nun die totale Differenz von z zu erhalten, wollen 
wir der Abwechselung halber nach Ampere folgendermassen 
verfahren. Es ist 

1. F(x+A^,y,v) = F(a?,y,r) + F;(^,y,ü)A^+ MAa?«4-.... 

2. F(^,y,+ Ay,t;) = F(^,y,t;) + Fi(a:,y,t;)Ay+ M'Ay«+.... 

3. F(a?,y,r + Ar) = F(j-,y,t?) + F;(^,y;ü)Ar + M"At?«+.... 

Diese drei Gleichungen haben Statt, welches auch die 
Werthe von Xy y, v sein mögen. Man kann also auch in der 
zweiten Unker und rechter Hand ^+ Ao; statt Xy und in die 
dritte a?+ A^, y+ Ay statt x und y setzen und nur M', M", 
welche (im Allgemeinen) Functionen von Xy y, v sind, bekommen 
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durch diese Substitution andere Werthe. Man hat alsO; indem 
wir die erste Gleichung nun wieder abschreiben, 

(lO F(«+Aa?,y,t;)— F(a?,y,t?)+F«(aj,y,f?)Ax+MA»«+ .... 

(a') F(«+Aa?,sf+Ay,ü)— P(iB+Aa?,y,ü)-fFy(aj+A»,Sf,ü)Ay+M,Ay«+. . . 

(aO P(a;+Aa?,y+Ay,t^f Ar)— P(a4-Aaj,y+Ay,»)-f F'» (aj+Aa?,y+Ay,v) . Ar+M, Ar«-f 

Addirt man diese drei Gleichungen, und l&sst die rechter und 
linker Hand sich tilgenden Glieder aus, so hat man ganz 
einfach*) 

+ Fi(^,y,r) Ay + M, Ay«+. . . . 
Az'^F'x(a^y,v)Ax+F'y{a,y,v)A!/ + Fl{a',y,v)Av+ .... 



*) Es ist hier rechter Hand der Factor Toa Ay, nämlich: 

F;(«H- Ax,y,»)=P;(d;,y,e)+Mj . Aar-i-M^A«"^- 

Ebenso ist der I^ctor von A«, nümlieh: 

=F;(jr,y,t))H-M, Aa- + M8A««+ .... 



Zwölftes Buch. 



Maxima ud Minima der Fnnetlonen mehrerer absolut 

yeränderUeher GrSssen. 



. lee. 

Die wichtigste Anwendung des vorhergehenden Baches 
besteht darin^ diejenigen Werthe der absolut veränderlichen 
Grössen zu finden ; für welche die daraus gebildete Function 
sich im Zustande des Maximums oder Minimums befindet 

Wir wollen der Einfachheit halber zuerst annehmen^ es 
sei z eine gesonderte Function von nur zwei absolut veränder- 
lichen Grössen Xy y, in Zeichen: 

z = ¥{x, y) 

tmd es seien x^y y^ die gesuchten unbekannten Werthe von 
Xf yy für welche Zq^=^V{xqj y^) ein Maximum oder Minimum ist 

167. 

Lassen wir nun die beiden Grössen x^y y^ um A^^ Ay 
wachsen^ so haben wir (§ 162) 

Um kein Maximum oder Minimum zu überspringen^ müssen 
und können wir die Incremente A^; Ay so klein denken^ dass 



! 
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die Summe der beiden niedrigsten Gtieder, f-r-J Ax4"(;TrJAy 

(im Fall >'0)^ grösser ist^ als die Summe aller folgenden, 
welche die höheren Potenzen und Produete der Incremente 
enthalten. Dies beachtet, ist nun klar, dass, wenn F(^o; ^o) 
ein Maxunum oder Minimum sein soll, die Coeffioienten 

von A^, Ay (die partiellen Di£ferentialquotienten f ^ j , ( — j 

einzeln nothwendig =0 sein müssen. t>enn wean^ ms alle 
möglichen Fälle durchzugehen, in der Reihe ^ 

L beide Coeffieienten (-7-1 und (-j-j fUr «=a^, ^■'•yo 

poätir wären, so würde fiir positive Incremente die Summe 

der beiden niedrigsten Glieder ( -j-jA^H-f— j Ay positiv sein 

und (weil dann diese Summe grösser ist, als die Summe aller 
folgenden Glieder, wenn auch alle negativ wären) zu F(a?o, yo) 
noch etwas hinzukommen, mithin F(a;o, yo) wachsen und also 
kein Maximum sein. 

Für negative Incremente — A^; — Ay würde die Summe 
der beiden niedrigsten Glieder, mithin auch die der ganzen 
Reihe, negativ sein, also von F(a?Q, y©) noch etwas abgehen, 
mithin F(^09 yo) ^u<^^ nicht im Zustande eines Minimums sein 
können. 

2. Wären die beiden ersten Differ^ntialquotienten f^J 

f-j-j negativ, so würde jetzt umgekehrt fiir negative Incre- 
mente — Aa?, — Ay die Fuiictiön F(a*o, yo) wachsen und fiir 
positive Incremente abnehmen, mithin weder ein Maximum 
noch ein Minimum sein können. 

3. Wäre der eine Coefficient z. B. {-=-] positiv, der andere 
1-=-) negativ, so wäre für +Aa und — Ay die Summe der 

beiden niedrigsten Glieder ( — j Aa+ij-j Ay wieder positiv 
und F(^o;yo) ^^^^<l6 fö^ <U^Be Incremente wachsen, mithin kein 
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MaxiBWim sdn. Für — A^; und +Ay wäre jene Summe 
negativ, mithin F(«o;yo) abnelmiend, abo auch kein Minimum. 



168. 



-^ . — .. , — .. . -- --^ . ^ ^ip -^-^ — - ^ — r- O^ ^' — ~ 

Beihe die CoeffioieDten y<m. Ax und Ay, nämlioh ( -^ j und L^ 



Sind n«n aber Stx a^^a^ und yoejr* in der vorhergeliendea 
einzeln, -«0, so bleibt uns noch: 

und 68 kann F(aro; y) (die Ordinate j^q) ein Maximum oder 
Minimum sein. Ob aber überall ein Maximum oder Minimum^ 
und welches von beiden stattfindet; darüber entscbeiden nun 
die drei fcdgenden Glieder^ indem wir Aa, Ay so klein an- 
nehmen können, dass die Summe dieser drei Glieder grösser 
ist;^) als die Summe aller folgenden. 

Wäre nun die Summe dieser drei Glieder positiv unter 
allen Umständen, d. h. man möge die Incremente A^; A^ 
positiv oder negativ, oder auch das eine oder andere s=0 
nehmen, so würde F(^o;^o) o^®^ ^^ Ordinate z^ ein Minimum 
sein, weil dann unter allen Umständen die Ordinate wachsen 
würde, ihr Fusspunct möge in der Ebene xy^ in der Abscissen- 
achse nach rechts oder Knks (iA^, Ay=0) oder senkrecht 
darauf (Aä=0, + Ay) oder nach einer dazwischen fallenden 
Richtung (+ Aa*, + Ay), (+ Ax, + Ay) fortgleiten. 

Wäre dagegen die Summe jener drei Glieder unter allen 
Umständen immer negativ, 90 würde offenbar F(4;o; ^o) (^^ 
Ordinate z^) ein Maximum sein. 

Um nun ein Merkzeichen zu finden, wonach man ent« 
scheiden kann, ob die Summe 

'd^z\ Ax« f d^z\ ^ ^ . fdh\ Av« 



*) Vorattsgesetct, dass die drei CoeffideiitSB von l^^ AopA^, Ay* 
nicht jeder einzeln a»o sind, in welchem Falle man noch weiter gehen 
tmtsBte, WS» jedoch onertrSglich w^äafig sein würde. 
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<AeT indem wir^ des bequemeren Schreibens halber, die (hier 
Atir in Betracht koms^nden) Coeffioienten mit A; B, C be- 
zeichnen; 

i(AAaj2+ 2BA^Ay + CA^2) 

unter allen Umständen positiv oder negativ wird; bemerken 
-wir zuerst; dass A und C nothwendig einerlei Vorzeichen 
haben müssen und zwar beide +> wenn die Summe poaitiv; 
und — , wenn die Summe negativ sein soll. Denn wäre z. B» * 
A positiv und C negatiy, so würden für A^=0 die beiden 
•erstem Glieder verschwinden und die Summe nicht positrr 
sein können. Für Ay=0 dagegen würden die beiden letzten 
Glieder verschwinden und die Summe also nicht nega^v sein 
können. Um nun das Vorzeichen dieser Summe von dem Vor- 
zeichen der Incremente ganz, unabhängig zu machen; setzen 
wir dieselbe (indem wir den Factor ^ weglassen können) in 
folgende Form: 

AAa?24-2BAa?A2^+CAy*+^Ay«— ^A:y« 



= A(A.r-f|Ay)" + (c-^)Ay 



2 



<md dieser Ausdruck ist gewiss unter allen Umständen positiv 
{negativ); wenn gleichzeitig A und C positiv (negativ) und 

B2 

ausserdem C — ä">^; ^- t- AC>B* ist. 

170. 

Zur Bestimmung der Minima und Maxima einer Function 
2weier absolut veränderUchen Grössen 

liat man also gleichzeitig 

• \dx*)-\iy*J^\dxdy) ' 

LübMn, InfiniteBÜnal-Bechniug. 6. Aufl. 12 
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d. h. man differentiire clie Gleichung z^=^¥{ayy) einmal in 
Bezug auf aty und einmal in Bezug auf y^ setze beide Diffe- 
rentialquotienten einzeln =0, nämlich f — J = Fi(Ä?, y) = 

und f — j = Fy(«, y)=0. Die Werthe, welche man auB diesen 

beiden ersten Bedingxmgsgleichungen fär x und y findet, sub* 
stituire man in die Ausdrücke (2). Je nachdem dann diese 
positiv oder negativ werden, giebt es ein Minimum oder 
Maximum, vorausgesetzt, dass gleichzeitig auch die dritte Be- 
dingung Statt findet. 

In der Kegel erkennt man aber schon aus der Natur der 
Function, ob ein Maximum oder Minimum vorhanden ist, und 
man hat dann nicht nöthig, die immer weitläufigen Rechnungerr 
und Substitution flir die Bedingungen (2) und (3) vorzunehmen. 

171. 

Hätte man eine gesonderte Function von mehr als zwei 
absolut veränderlichen Grossen, wäre z. B. in Zeichen 

U^V{XyyyZyV ), 

\ 

so folgt aus den vorhergehenden Betrachtungen (und noch ein- 
£Etcher nach der Infinitesimalmethode), dass man zur Bestimmung 

der Werthe von x^y^z^v , fiir welche u ein Maximum oder 

Minimum wird, die Function in Bezug auf jede der absolut ver- 
änderlichen Grössen difierentüren, und die erhaltenen partiellen 
Differentialquotienten einzeln =0 setzen muss, nämlich 

:i)-»' (|)-»' e)=»> ©-«>■■•■ 

Aus diesen gleichzeitig Statt findenden Bedingungen erhält 
man die einem Maximum oder Minimum entsprechenden Werthe 
non Xy y, ZyV, , , ,y vorausgesetzt, dass der Eliminationsprocess 
nicht zu grosse Schwierigkeiten bietet. Aber auch hier ein 
Kennzeichen aufzustellen, ob ein Maximum oder Minimum 
und welches von beiden Statt findet, würde auf zu grosse 
Weitiäufigkeiten führen. Man muss dieses aus der Natur der 
Function erkennen. 

172. 

Aufgabe. Es sei gegeben: 

2:=^*+j?y + y* — 5ä — 4y+ !• 
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Man sacht die Werthe von x und y^ für welche z ein Maximum 
oder Minimum wird. 

Anilösang. Man hat hier 

(|)..+,-.-o, 

nnd hieraus d;=2 und y = \. Femer ist 

m-*-' (!?)-+'> (^)-> 

/d^z\ fd^z\ ( d^z\^ 
Für Ä=2 und y=l wird also z ein Minimum, == — 6» 

178. 

Aufgabe. Eine Zahl, a, in drei solche Theile zu theilen, 
dass das Product aus der vierten Potenz des ersten, dem 
Cubus des zweiten und dem Quadrate des dritten Tbeils ein 
Maximum wird. 

Auflösung. Sei x der erste, y der zweite, also a — x — y 
der dritte Theil, so hat man 

z=^x^.y\a—x—yy, 

oder kürzer, weil die Theile ^,y-und a — x — y nicht =»0 sein 
können und man damit dividiren kann, 

2a— 3a? — 2y=0, 

8a — 3a?— 5y=0. 

Hieraus «=^a; y==f a; a — « — y=|a. 

Für diese drei Theile von a wird z ein Maximum, indem 

von einem MinitnnTTi hier nicht die Bede sein kann und man 

also das weitläufige Kennzeichen daAir nicht aufzustellen 

braucht. 

12* 
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174. 

Aufgabe. Eine gerade Linie; a, in drei solche Theile zu 
theilen^ dass der Inhalt des daraus construirten Dreiecks ein 
Maximum wird. ^ 

Auflösung. Sei a die eine, i/ die zweite, also a — a — y 
die dritte Seite, so ist der Flächeninhalt 

F = y|a . (|a — a?)(^a — y) (.i? + y — |a) 
oder, zufolge der Anmerkung zu § 9^ 

2: = Qa — ^)(^a — y)(^-hy — |a), 

(J)=(iö— :y)(«— 2^— y)=o, 

^^j^Ci«— ^)(« — 2y— ^) — 0. 

Die Factoren |a — a und |a — t/ können nicht sein, weil 
dann a;=y=|a, mithin die dritte Seite =0 und also gar kein 
Dreieck vorhanden wäre. Es müssen also die beiden anderen 
Factoren =0 sein. Daraus ergiebt sich 4?= Ja; y=^a'^ 

Da ferner für diese Werthe von a und y 






SO ist klar, dass ein Maximum Statt findet, was man auch 
unmittelbar einsieht, indem von einem Minimum hier nicht die 
Rede sein kann. 

Unter allen Dreiecken von gleichem Umfange hat also 
das gleichseitige den grössten Inhalt. 

175. 

Aufgabe. Die Dimensionen eines rechtwinkligen und ge- 
schlossenen Parallelepipedums zu bestimmen, welches bei ge- 
gebeniem Inhalt V die kleinste Oberfläche hat. 

AjiiDBUBg. Seien a^ y die gesuchte Breite uoA Läng^ 

V 

so ist die gesuchte Höhe z= — und die Oberfläche 
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F=2(.y+i+:^), 






iij-Hy-^l=« 



(f)=<-J)-. 



(■ 



hieraus folgt a^y=a;y^ = Yj mittun Ä=5=y=;s«syV. Femer ist 

\rfyV y^ ^ * 

\dxdy) 

Unter allen rechtwinkligen Parallelepipeden von gleichem 
Inhalte ist es also der Cubus, welcher die kleinste Ober- 
fläche hat. 

176 a. 

Aufgabe. In einem Ereise das an Inhalt grösste Dreieck 
zu beschreiben. 

Auflösung. Sei ABD das Dreieck. Denkt man vom 
Mittelpunkt nach einer Ecke^ A^ den Radius CA=r gezogen, 
setzt die zu findenden Winkel BAC = ^, CAD=,y imd fällt 
von C auf AB imd AD Perpendikel, so ist offenbar AB 
= 27» cos x und AD = 2r cos y. Da nun das von B auf AD 
gefällte Perpendikel = AB. sin {pc-\-y), also auch =2rcosa?. 
sin {pS'\-y\ so ist (§ 98, Randanmerkung) 

F=2r2oos«.eosy,sin(Ä+y), 
(-T-) = cos^.cos(ar-Hy) — sina?.sin(,2J + y) = 0, 



— ) = CO8(2j;+y)=0, 2a;+y = 90<>, 



( 

-^j = cos(a? + 2y)=0, ^+2^ = 900. , 

£0 ist mithin xjsssyx^^Q^ und folglich das verlangte Dreieck 
ein gleichseitiges^ weil zugleich auch AB = ADa« 2rcos30®. 



V 



©=' 
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176b. 

Anifeabd. Man sucht einen Fonct, O, so, daas die Summe 

seiner drei Entfernungen x, y, z von den Ecken eines gegebenen 

Dreiecks, ABC, einMinimnm ist 

AnflÖBong, Am leichtesten ' 
verfährt man auf folgende in- 
directe Wäse: 

Eb sei der ■VTinkel OÄB = 9 
also OAC=Ä — ©, Bo ist 
x*^c*+t/' — 2cj/coa&, 
zS=6i+y*— 25ycOB(A— 0), 
u=y4-Vc»+yä— 2cycoa04-V'ft* + J'*— aftycosCA— 0). 
^ y— c.cobQ ff— &coh(A— ^Q )^^ 

{da\_ cy.BJnQ &yBin(A— Q) _^ 
^- \d@)- X ~z "■ 

Ans der zweiten Bedingungsgleichong folgt 
c.cin@ i.Bin(A — &) 

X z 

Fällt mau von B und C die Perpendikel BD, CE, so ist 
c.sin©=BD und 4sin(A— 0)=CE, mithin, 
BD^CE 

X z ' 

Diese Quotienten sind aber die sinos der spitzen Winkel BOD 
und COE and da ihre sinus gleich sind, so sind auch diese 
beiden Winkel und folglich auch ihre Nebenwinkel glräch. 

Femer ist nun y — c.cos9>= — OD undy — &,cob(A — 0) 
^ — OE. Substituirt man dies in die erste Bedingungsglei- 
chong, so ist 

^ OD OE^ 

Die Quotienten , — ■ sind die cosinus der beiden 

gleichen Winkel BOD, COE. Da nun diese cosinus gleich 
sind und ihre Sunune =i ist, so ist jeder =:^ und folglidi 
BOD=:COE = 60<». 
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Der fragliche Punct hat also eine solche Lage^ dass jeder 
der drei um ihn liegenden Winkel = 120^ ist. Beschreibt man 
abo über zwei Seiten des Dreiecks ABC gleichseitige Dreiecke 
und um jedes einen Elreis, so schneiden sich beide Kreise in 
dem gesuchten Punct O (Geometrie § 90). 



177. 

Im § 162 fanden wir aus der Function ;5«=*F(^, y) für 
die totale Differenz derselben^ die Reihe 

und man ist nun übereingekommen; hier die beiden ersten in 
der Eegel nur erforderlichen Glieder, welche keine Potenzen 
und Producte der Incremente enthalten; das totale Differential 
der Function zu nennen und mit dz zu bezeichnen. Setzen 
wir der Symmetrie halber auch da, dy statt Ax, Ay^ so ist 
das totale Differential; welches aus der Summe der beiden 
partiellen Differentialen besteht; in Zeichen 



'^*=(S)'^+(I>^- 



178. 



Hätte man eine gesonderte Function von mehr als zwei 
absolut veränderlichen Grössen, wäre z. B. 

u—V{x, y, z,....), 

«0 erhellet schon aus § 177, dass das totale Differential 

*^=(£)'^+(|)*^^+(£) '^^ • • • • 

ist. Wäre z. B. u=^xyz^ so ist 

. du^'»yz.dx'\-xz.dy'\'^y,dz, 

179. 

AuliKabe. Man differentüre zur Uebung noch folgende 
Functionen; in welchen x, y absolut veränderliche Grössen 
sind: 



^ 
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1. z=ai**i^*. 

2. z^.-^=, 

X 

3. 2; = arctff— . 

y 

Auflosung. Man findet 

1 , (Äs; = mx^^'^y^ dx + fWJ*^^**""^ dy , 
dz == x^''h/*^\mydx + nxdy). 



3. 



, — axyd x + ax^y 

d-5\ y ^ fdz\ X 



dxj y^-i-x^^ \dyj y^ + x^^ 

, ydx — xdy 

uZ — 5 ; ä • 

y^+x^ 



X80. 

* Man kann bei Functionen von mehr als einer absolut 
veränderlichen Grösse auch höhere, sowohl partielle, als totale 
Differentiale entwickeln. So folgt z. B. aus 

z^¥(x,y), 

indem wir sowohl o; als y sich ändern lassen, erst das totale 
Differential 

Da nun hier die Coefficienten. von dx^ dy (im Allgemeinen) 

Functionen von x und y sind, nämlich f — j=Fi(^,y) etc., so 

kann man wieder x+Ax, y+Ay statt x und y setzen und 
entwickeln, indem man die Factoren dx, dy alB oaiasta&t be- 
tzrttchtet. Behält man ycm der Entwickelung nur die niedri^gaten 
Glieder und schreibt wieder dx^ dy statt Ax, Ay, so hat man 
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das totale zweite DiSereatial von z^ nämlich A^z, Eb leuchtet 
eiü; dasB man dies einfacher erhält^ indem man obige Gleichung 
nur nochmals in Bezug auf x und y differentiirt. Dann ist 

Wollte man so allgemein weiter gehen^ so würde sich zeigen^ 
dass bei jedem folgenden totalen höheuren Differential die Bi- 
nomialcoefficienten zum Vorschein kommen. 

181. 

* Hat man eii^e verwickelte Function mehrerer absolut 
veränderlicher Grössen^ die man auf die abhängig veränderliche 
nicht redudren kann^ oder nicht reduciren will; so lässt sich 
dennoch sowohl das totale als partielle Differential Idcht be- 
stimmen. Durch ganz dieselben Betrachtungen; wie in §§ IM; 
136 und 137; ergiebt sich nämlich; dass man eine solche auf 
redtucirte Function formell nur gerade so zu diffet»atüren 
brMicht; als wenn alle Ghrössen absolut veränderlich wärexi; 
und das Differential =0 zu setzen berecditigt ist. Sei z. B. 

wo x^ y die absolut veränderlichen Grössen sein sollen und z 
die abhängige; so ist für das partielle Differential von z in 
Be^ug auf x^ also y constant (§ 136); 

Und in Bezug auf y; also jetzt x constant; 

(9*+(f)-». 

und fiir diks totale Differential 

(S-+(f)*-^(S)^=»- 

Für die höheren Differentiale findet dieselbe Regel Statt 
Die allgemeinen Formeln werden hier aber unerträglich 
weitläufig. 
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BeispieL Die Gleiohung fbr die Oberfläche der Kugel 
ist (Höhere Geometrie § 134) 

Aendert sich bloss x^ so ist xdx+zdz^=:(i, Aendert sich 
bloss yy so ist ydy-^-zdz^^^. Aendem sich beide zugleich» so ist 

^_ xdai'\-ydy 



182. 

* Aufgabe. Es ist die Gleichung irgend einer krummen 
Fläche allgemein 

z=¥{x,y) (i) 

und darin ein Punct; M; durch seine rechtwinkligen Coordi- 
naten x^ y^ z gegeben. Man sucht die Gleichung der durch 
diesen Punct gehenden Tangentialebene. 

Auflösung, Lassen wir bloss die Absdsse x mn A^ 
wachsen; so gehen wir zu einem andern Puncto M'; der Fläche 
über; dessen Coordinaten or+A^; y, z + AgZ sind. Lassen 
wir dagegen bloss die Ordinate y um Ay wachsen; also x 
constant bleiben; so gehen wir zu einem dritten Punct; M"; 
der krummen Fläche über; dessen Coordinaten x, y + Ay, 
z+ AyZ sind. 

Die Gleichung einer Ebene hat die Form 

z=Ax+By+C (0 

damit diese Ebene zunächst durch die angegebenen drei Puncte 
M; M'; M" geht; müssen die Coefficienten A; B; C so bestimmt 
werden; dass; wenn man x und y statt X; j setzt; z=szy und 
wenn man ä + A^ und y statt X; y setzt; zi=z+AxZ, und 
wenn man x und y+ Ay statt x, y setzt; 2=;?+ Ay;^ wird. 
Dies giebt uns zur Bestimmung der Coefficienten A; B; C 
folgende drei Bedingungsgleichungen: 

z^Ax + By + C (a) 

z + AxZ = A(x+Ax) + By + C (4) 

z+AyZ=Ax+B(y+Ay) + C (5) 
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Subtrahirt man (3) von (4) xmd (3) von (5); so hat man 



Ay^:— BAy; B = 



Ayg 

Ay' 



Lässt man nun Aa, Ay bis zu Null conveigiren, also 
nach der Grenzmethode die drei Puncto zusammenfallen^ oder 
noch deutlicher^ nach der Infinitesimalmethode die Incremente 
A^; Ay unendlich klein werden, so ist auch das zwischen 
den drei Puncten M, M', M" liegende xmendlich kleine Flächen- 
stück als eben zu betrachten, und da dieses mit der gesuch- 
ten Ebene (weil drei Puncto gemein habend) zusammenfallt, 
so ist auch letztere nothwendig eine Berührungsebene. Die 
gesuchten Coefficienten A, B sind dann aber ofifenbar die aus 
(1) gezogenen partiellen DüFerentialquotienten in Bezug auf 

a xmd y, nämlich A = {j-j, B = f-T-). Die Gleichung der 

Berührungsebene ist also näher bestimmt 

»-(IMD^+« « 

Um noch C zu bestimmen, beachte man, dass zufolge (3) 

C=z — Aa — By=z — vT")^ — {tf)^' ^®® ^^ W substituirt, 
ei^ebt die Gleichung der Tangentialebene: 

Man hätte auch (3) von (6) subtrahiren können und vor- 
stehende Gleichung in folgender kürzeren Form erhalten: 

, ._,=(|)(,_.)+(|)(,_,, 

und folglich die beiden Projectionsgleichungen der Normal^ 
(Höhere Geometrie § 128): 






1 
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183. 

* Um schliesslich noch den Winkel U zu bestimmen, 
welchen die Tangentialebene mit der Ebene der a, y bildet 
und der später bei der Complanation der Flächen erforderlich 
ist; hat man (Höhere Geometrie § 126) 

cobU« 



« 

Ist die Gleichung der Fläche in verwickelter Fonn ge- 
geben: F(4?,y,;f) = 0, so hat man 

(S)'^+(f)*+(S)-». 

, , . fdz\ \dz) (dz\ \dzJ 

und hieraus [-^J ™^; [^^^) -^, 

\dz) \dy) 

mithin die Gleichung der Tangentialebene: 

,-,.(f)+(.-.,(2)+(,-„(f)=o. 



TT \dz) 

C08Us= 



Vis;) +UJ +W 



Die beiden frojectionsgleichungen der Normale sind in 
diesem Falle: 



(f) 



\dz. 



^-^=(m-^^-'^- 
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184. 

Aufgabe. Es ist die Gleichung der Kugel gegeben l 

Man sucht die Gleichungen der durch einen gegebenen Punct, 
M(^, y, <e), der Oberfläche gehenden Tangentialebene und 
Normale. ' 



(^=—?L. (^— y 



Auflösung. Man hat hier 

\dx) z ' \dyJ z 

daher die GOdchimg der Tangentialebene 

2(z — z) + <x — a?) + ^y— ^) = 
oder 2:z + »'cx+yy=^*, 

die Gleichungen der Normallinie sind: 

M/ / VI M/Z 

X — ^ = --(z — z). also x= — , 
z^ ^' z ^ 

z z 

z z 

C0SÜ=g-7 ^i===sz — . 

Vz^+s^+y^ r 

Für ^=0 und y = 0, also z=r ist x=0, x=0, z=r 
und cosU=l, U=0. Die Normallinie geht durch den An- 
fangspunct, fallt also mit dem Radius zusammen. Die Tan- 
gentialebene geht mit der Ebene der x, y in dem Abstände 
= r parallel. Für ^=r, y = also z=Of ist cosü=0, 
U=900. 



Dreizehntes Buch. 



Maxma und MininiA mit Nebenbedingmigen. 



185. 

Man liabe die beiden gleichzeitigen Gleichungen 

z = x^^y^ (i) 

^B=9 — 4^ (2) 

Für ^=0, 1, 2, 3... wird y=9, 5, 1,-3... Für das 
erste Paar Werthe von a, y wird z=72% for das zweite Paar 
ist z=126. Da nun für verschiedene zusammengehörige 
Werthe von ^, y die daraus gebildete Function z verschiedene 
Werthe bekommt^ so kann man fragen^ für welche zusammen- 
gehörige Werthe von a, y wird z ein Maximum oder Mininrnm^ 
und dies ist es^ was man ein Maximum oder Minimum mit 
Nebenbedingungen nennt. 

Man sieht nämlich^ dass wegen der vorgeschriebenen und 
zu berücksichtigenden Bedingung ^ dass y = 9 — ^x sein soll; 
man in (1) die veränderlichen Grössen x^ y nicht als imab- 
hängig von einander betrachten darf. 

Da nun für den unbekannten Werth von Xy für welchen z 
ein Maximum oder Minimum wird, zugleich auch ^=»9 — 4^ 
sein soll, so darf man offenbar aus (l) die von x abhängige 
Grösse y eliminiren und hat dann 

z=x^+{^—^xy (s) 
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In dieser Gleichung ist offenbar die Bedingung^ dass inuner 
y=9 — 4a ist; mit enthalten^ also auch für den Werth von a, 
fär welchen jetzt z ein Maximum oder Minimum wird. Daher ist 

^=3a?>— 12(9 — 4a?)«=0 (4) 

^=2; ^=VS 
^=6a?+96(9 — 4ä). 

Es ist also für a;»s2; y = l die Gh*össe 2r=s9 ein Minimum. 
Für a?=V, ?/== — ^ ist z=r4|f ein Maximum. 

Die Eliniination der abhängig yeränderlichen Gb*össe war 
im obigen Beispiel sehr leicht zu bewirken. In vielen andern 
Fällen ist das aber nicht der Fall. Dann erreicht man oftmals 
aber doch seinen Zweck; indem man alle beide Gleichungen 
in Bezug auf die absolut veränderliche Grösse a differentürt, 

und dann den Dififerentialquotienten -^ eliminirt. Dass dies 

immer erlaubt ist; wollen wir zuerst an obigem einfachen Bei- 
spiel zeigen. Aus den beiden gleichzeitigen Gleichungen 

^=a?8+y8 (1) 

y=9 — ia («) 

folgt (|)_3..+ 3j,..|=«. ...(.) 

%—*■■■■ w 

In (3) steht offenbar y als Stellvertreter fUr 9 — Aa, und ^ 

als Stellvertreter fUr das durch da dividirte Differential von 
9 — 4ä und dies ist, wie aus (2) folgt , = — 4. Wir können 

— also aus (3) eliminiren und haben dann 

3ä;» — 12y«=0 
Ä+2y = (5) 

Statt nun in diese Gleichung den Werth von y zu sub- 
stituiren, kann man auch (im Fall die Reduction auf y in (2) 
nicht möglich oder zu weitläufig s^n würde) die Gleichung (5) 
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mit der Bedingungsgleichung (2) rerbinden tind daraus eine 
neue Beziehung zwisciien x und y ableiten, woraus sidi dann 
das VerhältnisB dieser Grössen zu einander oftmals leiehter 
ergiebt. Im vorliegenden leichten Beispiel hat man diese 
Grössen selbst. Es folgt nämlich aus (5) und (2) 

^ + 2i/=0, 

fiir das obere Vorzeichen .'c=2, y=l; für das untere Vor- 
zeichen .??= y , y= — \. 

Um zu entscheiden^ ob für dieses Werthepaar z ein Maxi- 
mum oder Minimum ist^ hat man aus (3) 



(; 



g)=„+e,.|;+vg 



Hierin die Werthe von ^- = — 4 und -j-^=0 substituirt, 
kommt 

(^2) = 6a;+96y = 6(^+16y). 
Für A*=2, y=l ist \-^-i] positiv und 2; =9 ein Minimum. 

Für ^=» V®, i/= — \ ist (-T-^l »egativ und 2r= Uff ein Maximum. 

186. 

Nach der Infinitesimalmethode hat es auch Sinn^ statt der 
Differentialquotienten direct die^ wenn auch nicht messbaren^ 
dennoch im bestinmiten Verhältniss zu einander stehenden 
Differentiale zu eliminiren. Man hat z. B.^ wenn 

2r=^« + y» (1) 

y=«^_4^ (2) 

aus (1): dl;j=5 3^*da;+3y*dy=0, 

oder ^*d.r + y*dy=0 (3) 

aus (2): 4(Za?+dv = (4) 

(4) mit y^ midtiplicirt und dann von (3) subtrahirt: 
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mithin, weil nach dieser Methode das Differential von x^ näm- 
lich dxy nicht absolut Kuli ist; 

x^ — 4y2---Q etc., wie vorhin. 

187. 

Aufgabe. Man sucht den Radius r und die Höhe h eines 
•oben offenen geraden*Cylinders, welcher bei gegebenem Inhalt 
-a die kleinste Oberfläche hat. 

Auflösung. Ist die Oberfläche F und die Höhe hy so ist 

Y=1r7th + r^7t (i) 

^ — ^ w 

Die Gleichung (2) ist hier die Bedingungsgleichung. Daher 

dF = 27r(/i + r)ir+27rriÄ=0, 

also {h+r)dr + r,dh=Qy 

2a r~~^ 
und aus (2) — *- — -dr+dh=Oy 

7v 

mithin A + ^ ==0, 

TC 

A~- — = 0, 

TT ' 

Ä — r=0. 
Es ist also H=r=y/ — . 

188. 

Aufgabe. Aus vier gegebenen Seiten, a, b, Cy e, ein 
Viereck zu construiren, welches den grössten Inhalt hat. 

Auflösung. Heisst der gesuchte Winkel, den die Seiten 
a, b mit einander bilden, % und der dadurch bestimmte gegen- 
überliegende Winkel tpy so ist der Inhalt 

F = ^aJ sinqp + iö^.sint/; (i) 

Da nun aber die Winkel q>j \p von einander abhängen, so 
müssen wir noch eine JBedingungsgleichung fiir sie suchen. 
Heisst die ihnen gegenüberliegende Diagonale k, so haben wir 
-aus dem einen Dreieck P=a2-|«j8 — 2aJcosqp, und aus dem 
andern ä* = c* + ^* — 2c« cos \p. Daher 

a* + Ä* — 2aÄcosqp = c^ + e2 — 2cecosi// (2) 

Lfibsen, Inflnitesimal-Becliiiiing« 13 
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I 

Statt xp zu eliminiren, was weitläufig sein würde, verfahren 
wir nach der gegebenen Regel und eliminiren dxp* 

dF = abcosq).dcp + ce.cosxp.dip = (3) 

abQmq),dcp — ce,sm\p,d\p = (4) 

(3) mit sin jp und (4) mit cos tfj multiplicirt und addirt, 

ah (cosqp sin xp + sintp, cos 1^) . dqp= , 

Das gesuchte Viereck ist ako, als Maximum, ein Sehnenviereck. 
Von einem Minimum kann hier nicht die Rede sein. 

Um die Winkel tu. bestinmien, hat man jetzt aus (2),. 
indem co8i// = — cosy (weil i/;=180 — q>): 

cosqp = TT-. , , — V . 

^ 2 (aJ + ce) 

189. 

Nach diesen zur Vorbereitung erst vorausgeschickten 
speciellen Fällen wollen wir jetzt die etwas subtile Theorie 
der Maxima und Minima mit Nebenbedingungen im Allge- 
meinen betrachten. 

Sei zuerst u eine Function von beliebig vielen unabhängig 
veränderlichen Grössen a?, y, -s. . . ., in Zeichen: 

u = q){a, y, z, t ) 

so ist bekanntlich fUr jedes Maximum oder Minimum dieser 
Function 

^»-(£)'^+(^)*+(e)*+-=« 

Femer ist bekannt, dass, um die allgemeine Bedingung 
c;u= zu erfüllen, jeder Coefficient der DiflFerentiaJe dxy dy,, . . , 

für sich Null sein muss, f — J = 0, ( j-)=ö ©^c. 

Wir erhalten also eben so viele Bedingungsgleichungen, 
al3 unabhängig veränderliche Grössen vorhanden sind. Hier- 
aus können also die unbekannten, aber bestimmten Weiche 
derselben, welche sie in den Zuständen der Maxima und Minima 
haben müssen, abgeleitet werden. 
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Wären nun aber in 

u = (p(xy y, z, t ). (i) 

die Grössen x^y^ z, . , nicht alle absolut veränderlich, sondern 
von einander abhängig, so müssen sich solche Abhängigkeiten 
durch Gresetze oder Functionen darstellen lassen. Wäre z. B. 
die Veränderung des y durch die des x bestimmt, y=^f{x\ so 
könnten diese beiden von einander abhängig veränderlichen 
Grössen x^ y nur flir eine absolut veränderliche Grösse gelten 
und als solche in die Function (l) eintreten. 

Wenn daher in der Function u, die zu einem Maximum 
oder Minimum gemacht werden soll, veränderliche Grössen so 
von einander abhängen, dass die eine aus der andern berechnet 
werden kann, so müssen wir erst, um die wirklich absolut 
veränderlichen Grössen zu erhalten, Substitutionen vornehmen, 
d. h. die abhängig veränderlichen Grössen durch diejenigen, 
von welchen sie abhängen, ausdrücken, was dann zuletzt auf 
einen Eliminationsprocess zurückkommt. Wäre z B. 

u = q)(Xy y, Zy t) und ausserdem 
y = yj{x, z) 

gegeben, mit der Forderung u zu einem Maximum oder Mini- 
mum zu machen, so haben wir offenbar, statt vier absolut ver- 
änderliche Grössen, nur noch zwei, denn t kann z. B. durch z, 
und y wiederum durch x und z ausgedrückt werden und wir 
müssen diese Substitutionen in der Function u vornehmen, 
wenn die ausserdem gegebenen zwei Bedingungen mit erfüllt 
werden sollen. 

Oftmals ist es nun aber nicht leicht, wenn nicht gar un- 
möglich, die abhängig veränderlichen Grössen zu eliminiren 
(wenn z. B. die Bedingungsgleichungen über den zweiten Grad 
gehen oder transcendent sind)« Für diesen Fall theilte uns 
Gauss bei einer gewissen Veranlassung im Jahre 1829 folgen- 
des leichte Verfahren mit: 

190. 

Es sei wieder 

\p{Xy y,....) = 0, 

F(ä?, Zy ) = 0, 

^0 xfjy fy F, . . . . die Bedingungsgleichungen ausdrücken. 

13* 
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Es ist auf den ersten Blick klar^ dass wenigstens eine 
Bedingungsgleichung weniger als absolut veränderliche Grössen 
gegeben sein muss, denn wären gerade so viele vorhanden^ so 
würde jede der absolut veränderlichen Grössen aufhören, ver- 
änderlich zu sein; sie erhielten alle bestimmte Werthe und u 
selbst wäre mithin unveränderlich. Von einem Maximum oder 
MipiTniiTn könnte alsdann nicht die Rede sein. 

Statt nun die abhängig veränderlichen Grössen zu elimi- 
niren, wird es schon viel bequemer, wenn wir sämmtliche 
Gleichungen erst so differentüren, als ob die Grössen alle ab- 
solut veränderlich wären: 






\dxJ 



\dy 



dy+ 



't>^ 







,f)-+(f 



dz 
df 



dz-\- 



0*) 



dy+l-^^-J^+....=o 



und nun erst die abhängigen Differentiale eliminiren. Allein 
auch jetzt noch würde der Eliminationsprocess sehr beschwer- 
lich werden und im Allgemeinen höchst complicirte Eesultate 
geben. Durch folgenden Kunstgriff aber gelangt man auf eine 
eben so leichte als elegante Weise zu den Relationen, welche 
unter den veränderlichen Grössen für den Zustand eines Maxi- 
mum oder Minimum Statt finden müssen. 

Da das Differential einer jeden Bedingung Null ist, so ist 
es erlaubt, jedes noch mit einer neuen Unbekannten, A, A' . . . . 
zu multipliciren, und dann alle zu der Fundamentalgleichung 
hinzu zu addiren, nämlich 



du 
^dx 

'dtfA 
^dx) 

dx, 



'dM\\ 
dy) 



>da:-\- 



V 



'dtp\ 

dy) 

dl\ 
dy) 



'du\\ 
dz) 



'd;, 



+ 



dz) 
dz. 



>dz + ., = (^, 



f f j 

und indem wir nun jeden Coefficienten der Differentiale ==0 

*) Die Differentiale derjenigen veränderlichen Grössen, welche in 
einer Bedingungsgleichung nicht vorkommen, stehen in der entsprechen- 
den Differentialgleichung nur formell. 
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setzen^ erhalten wir so viele Gleichungen, als veränderliche 
Grössen ^r, y, ^. . . . vorhanden sind, nämlich 



( 



dx 

du 
dy 

du 
dz 



dx 

d^h---- = ' 






dz 



+ = 



....(i) 



Da ausser diesen Gleichungen nun aber auch zu gleicher Zeit 
den Bedingungsgleichungen 

t/;(^,y )=0 

/(y,«....) = \ (2) 

F(a:,z ) = 



Genüge geleistet werden muss, so ergeben sich aus der Com- 
bination der Gleichungen (l) und (2) die gesuchten Grössen. 
Man eliminirt zuerst die Grössen A, A'...., deren absolute 
Werthe wir nicht zu kennen brauchen. *) Verbinden wir darauf 
die restirenden Gleichungen mit den Bedingungsgleichungen (2), 
so bestimmen sich auch die Werthe der veränderlichen Grössen 
*r, y, Zj. , . ., welche, allen Forderungen entsprechen. 

Wir sehen hieraus mit einem Blick auf die vorgelegte Frage : 
cp{x,y,zt,, . • .)==^f^' }; während 

/ (y, ^, . . . . ) \ constant (= O) sind , 
F (xy Zf , . . .) 



*) Giebt es blos eine Bedingungsgleichung \p{x^y.,..) =0, so sind 
die Gleichungen, aus denen man X eliminiren kann: 







0; 

0; 






(S)+Hf) 



-0; 



( du\ I du\ ( du\ 

\d^l \d^) _ V^) 
fdxl^\'^ fdxfA (d^\ 
\dx) \dy) \dz) 
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dass es einerlei ist, ob wir für cp{ai,y,z,t,, . . .) das Maximum 
oder Minimum suchen, während wir ifj^x^y^. . .), /(.y,^. . .) etc. 
als constant, oder als gegebene Bedingungen, die zugleich mit 
erfüllt werden sollen, betrachten, oder ob wir für irgend eine 
der Functionen V^(^,y> . . ), ß^, t. , .) etc., das Maximum oder 
Minimum s&chen und dagegen die übrigen als constant be- 
trachten. In der That lassen sich alle Aufgaben dieser Art, 
wo die Maxima oder Minima einer Function mehrerer ver- 
änderlichen Grössen gesucht, dabei aber zugleich Nebenbe- 
dingungen erjfüUt werden sollen, von zwei verschiedenen Seiten 
betrachten. (S. § 105, Amkg.) 

Es ist nämlich ganz einerlei, welche Function wir als con- 
stant ansehen und für welche wir ein Maximum oder Minimum 
suchen wollen. Die Verhältnisse der unbekannten Grössen zu 
einander werden in beiden Fällen dieselben sein, und nur von 
der Wahl der Constanten, welche wir den Functionen gleich 
setzen, hängt es allein ab, ob wir in beiden Fällen identische 
Werthe erhalten sollen. Ein bekanntes Beispiel mag dies er- 
läutern! Man soll die Höhe und Grundlinie des Cylinders an- 
geben, der bei gegebenem Inhalte =a die kleinste Oberfläche 
hat. Hier wird man dasselbe Verhältniss zwischen Höhe und 
Grundlinie finden, wenn man die Aufgabe so ausspricht: Man 
soll die Höhe und Grundlinie eines Cylinders finden, der bei 
gegebener Oberfläche, =F, den grössten Inhalt hat, und ^o 
bei allen Fragen dieser Art. (Vergl. Moigno's (Cauchy's) 
seizifeme le90n, aus welcher wir folgendes Beispiel nehmen.) 

191. 

Aufgabe. Man suche die Werthe von x, y, z, für welche 

u = ax'\-by-\'CZ (i) 

ein Maximum wird, und für welche zugleich 

x^-\-y^ + z^ — r^ = ^ (2) 

Auflösung. Man hat hier 

du = adx^ bdy -f- cdz = , 
Xxdo! -}- lydy + Xzdz == , 

b + ly=.o, _A = — = -^=— (§ 190, Rdbkg.). 
c+lz = 0, X y z 
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Aus — = — folgt y = — 

Dies in (2) substituirt, kommt 
a c ex 

ar 



br 
er 



Va^+b^+c^' 
u^rVa^ + b^ + e^» 

192. 

Aufgabe. Man verlangt die Werthe von ä?, y, z, für welche 

u = a^^+7/^-\-z^ (i) 

«in Minimmn und zugleich 

€uc -^ bi/ -^ cz =: k (2) 

Auflösung. Man hat hier 

du==a:da;-{-ydi/'i'zdz = 0^ 
Xadx + ^bdy + ^cdz = 0. 

Hieraus folgt — = ^-= — und y= — ; z= — . 
^ a b c ^ a a 

ak 
"^""a^ + J^ + c«' 

bh 
ck 

= — ^_ 



e c^^)01^^O e ■ 



Zweiter Theil. 



Integral - Eechnung. 



f,Die Analysis des Unendliolien ist deshalb, von s 
grosser Anwendbarkeit in der Natirrwissenschaft, weil in 
der Natur sich beständig der Character des Unendlichen 
offenbart. Leibnitz. 



Einleitung. 

193. 

Die Integralrechnung ist in rein formeller Hinsicht gerade 
das Umgekehrte der DifFerentialrechnung. Denn abgesehen 
von den mancherlei Anwendungen der Differentialrechnung^ 
welche zusammen den eigentlichen materiellen Begriff derselben 
bilden^ ist ihr nächster Zweck von einer gegebenen Function 
einer veränderlichen Grösse das Differential dieser Function 
anzugeben. So ist z. B. von a^ das Differential =5^^d^. In 
Zeichen: d.a:^==5aj*{ic. 

Umgekehrt ist nun^ nach dem ersten^ rein formellen^ vor- 
läufig noch alle Anwendungen ausschliessenden Begriff der 
Integralrechnung^ ihr nächster Zweck: zu einem gegebenen 
Differential einer veränderlichen Grösse die zugehörige ur- 
sprüngliche Function zu finden^ welche dann das Integral des 
gegebenen Differentials heisst. So ist z. B. x^ das Integral 
von haffda:. 

Um anzudeuten^ dass das Integral zu einem Differential 
gesucht werden soll, ist von Leibnitz das Zeichen /" gewählt, 
welches man vor das gegebene Differential setzt. So ist z. B. 



\ 
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194. 



Nach Leibnitzen's Anschauung bedeutet das Wort 
Integral so viel als Summe einer unendlichen Reihe unend- 
lich kleiner Grössen und das Zeichen /das Summirungszeichen. 
Wir werden später bei der Anwendung der Integralrechnung ^ 
zeigen, dass man in vielen Fällen das Integral eines Differen- 
tials wirklich als eine Summe betrachten kann. Vorläufig aber 
muss der Anfänger sich an den engen Begriff halten und unter 
Integral nichts anderes verstehen, als die zu einem gegebenen 
Differential gehörige Function, welche also differentiirt, das 
gegebene Differential wiedergiebt Erst müssen wir wenigstens 
einige Differentiale integriren, d. h. ihre Integrale finden 
können, bevor wir Anwendungen machen, den Nutzen der 
Integralrechnung zeigen und so nach und nach zu ihrem er- 
weiterten (materiellen) Begriff gelangen können. 

Bemerken wollen wir noch, dass, obgleich wir jede Function 
zu differentiiren wissen, wir jedoch, strenge genommen, nicht 
auch umgekehrt jedes Differential integriren können, und in 
solchen Fällen uns immer mit einer Annäherung begnügen 
müssen, so wie, vergleichsweise, wir wohl jede Zahl potentiiren, 
nicht aber umgekehrt aus jeder Zahl eine Wurzel ziehen 
können, weil ja die meisten irrational sind. 

195. 

Zunächst merke man sich die aus den in der Differential* 
rechnung (§31) aufgestellten Diflerentialformeln sich von selbst 
ergebenden sogenannten Integrationsformeln, die man im G-e* 
dächtniss behalten muss. Diese sind nämlich: 

1. /^•"d4;== — ri 6. lBmxcUc = — cosor 

J W2+1 ) 

r , r da; 

2. le?^dxr=^e 7. / --=tgai 

J Jcos^a ° 

3. Ia'^da; = -j- 8. / . ^ = — cot/r 
j La j sm^a 

4. / — =5^4? 9. / ■ =arcsm^ 
J ^ jVl — a:^ 

5. /co8a;da7=sin.r 10. /r^Tj-.g =arctga? 
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196. 

Zu vorstehenden zehn FundamentaJformehi haben wir noch 
ein paar Bemerkungen zu machen. 

1. Nach der ersten Formel muss man, um das Integral 
faf^dx zu erhalten, zu dem Exponenten m eine Einheit addiren 
und dann die neue Potenz ä*"+^ durch den neuen Exponenten 
m+1 dividiren. So ist z. B. 

Diese Regel gilt (den einzigen Fall, wo m= — 1 ist, 
ausgenommen) für alle, ganze oder gebrochene, positive oder 
negative, Exponenten. Der Fall, wo m = — 1 ist, fuhrt auf 
die vierte Fundamentalformel. 

Es ist nämlich jx'-^daß s= / = la. Die übrigen neun 

Formehl sind aber ganz allgemein gültig. 

2. Es ist leicht eilnzusehen, weil es schon aus den Dif- 
ferentialformeln (§ 31) folgt, dass man einen constanten, 
unter dem Integrationszeichen stehenden Factor immer vor 
dasselbe setzen kann. So ist z. B. 



IL /». 6 

; 



ja cos osdx = a . /cos xdx = a . sin.r. 

3. Da die Differentiale zweier Functionen, die sich nur 
um ein constantes Glied unterscheiden, vollkommen gleich 
sind (§ 14, 1), so ist klar, dass man jedem gefundenen Integral 
immer eine ganz beliebige constante Grösse, sowohl mit dem 
Plus- als Minuszeichen hinzufügen könnte. So ist z. B. 

fe^dx = ^'^ aber auch ye*dr=6*+c, 

weil sowohl die Function «*, als auch ^ + c, differentiirt, das 
gegebene Differential wiedergiebt. Da wir aber erst bei den 
Anwendungen der Integralrechnung zeigen können, was für 
Umstände die Hinzufügung einer constanten Grösse, +C; zu 



204 

einem gefundenen Integral zuweilen erheischen^ so wollen wir 
auch bis dahin^ des kurzem Schreibens halber^ diese hier noch 
ganz überflüssige Constante stets weglassen. 

197. 

Nachdem wir nun. die nöthigen Vorbegriffe über den 
nächsten^ rein formellen Zweck der Integralrechnung voraus- 
geschickt haben ; wollen wir nun zuerst die wichtigsten der 
verschiedenen Regeln mittheilen^ welche man für die Integration 
der verschiedenen Differentiale aufgefunden hat. Dass es hier 
keine einzige allgemeine Integrationsregel giebt^ die Verschie- 
denartigkeit der Functionen vielmehr verschiedene Regeln her- 
vorruft^ ist wohl vorauszusehen. Aus diesem Grunde muss 
auch; um Ordnung zu erhalten ; die Integralrechnung in 
mehrere Abtheilungen zerfallen. Man wird übrigens bald 
bemerken^ dass fasT die ganze Integralrechnuug aus lauter^ 
mitunter sehr feinen Kunstgriffen besteht und nur Mathematiker 
ersten Ranges hier etwas leisten, sie erfinden und vervoll- 
kommnen konnteil. 



Vierzehntes Buch. 



Die wichtigsten und am hänflgsten Anwendung 
findenden Regeln der Integralreelinnng* 



I. Unmittelbare Integration. 

198. 

Alle Integrationen ; wenn sie möglich sind, müssen im 
Ghnmde immer auf eine der § 195 aufgestellten Fundamental- 
formeln zurüekgeföhrt werden. Bevor jedoch dies geschehen 
kann, müssen mit den zu integrirenden Differentialen oftmals 
erst Umformungen vorgenommen, oder auch neue veränder- 
liche Grössen substituirt werden. 

Eine Hauptregel ist immer, jedesmal erst genau zuzu- 
sehen, ob man ein verlangtes Integral nicht unmittelbar er- 
kennen oder doch durch eine einfache Substitution auf eine der 
Fundamentalformeln zurückführen kann. So sieht man z. B. 

/dx 
= Z(1 + ^) oder, wenn man eine Substi- 

tution zu Hülfe nehmen will und 1 + ^=^, mithin da:=du 
«etzt, dass 

/— — =/ — t=ilu^=^l{\+xy Ebenso ist 
r dal 1 r du 1 , 1 ^ 

Hier wurde ax = u, mithin dx= — ,du gesetzt. 
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199. 

Nach einiger Uebung werden solche einfache Substitutionen 
überflüssig. Man merke sich bei solchen unmittelbaren Integra- 
tionen noch folgende specielle Fälle. 

1. Ist, abgesehen von einem constanten Factor oder Divisor, 
der Zähler eines Bruches das Differential vom, Nenner, so ist 
das Integral immer gleich dem natürlichen Logarithmus vom 
Nenner. So ist z. B. 

— r-^-5^ = ^;TUö+i^^)j oder wenn man a+ba^=u. also 
a+OÄ* 26 ^ ^ 

2bacLe=sduy mithin xda^'^^ aetzt^ 

J a^bx^ 2bJ u 2b^''~ib^^''^^''^' 

2. Besteht das Differential aus zwei Factoren, wovon der 
eine eine Potenz mit positiven oder negativen Exponenten, 
und der andere (von einem constanten Factor abgesehen) das 
Differential von der Wurzel ist, so ist das Integral gleich der 
um eine Einheit hohem Potenz. So ist z. B. 

oder auch, indem man 1 — x^^=^Uj mithin — Zx^dx = du und 
x^dx=^ — \dxi setzt, 

3. Besteht ein zu integrirendes Differential aus mehren 
durch + oder — verbundenen Gliedern, so muss man natür- 
lich jedes einzelne Glied integriren (§ 31, 6). Ist z. B. 

t/Ä=2^* + e* — sina?, sö ist 
dt/= i2x^dx+^dx — cos^jcir, 

und also umgekehrt 



I 
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y =fi 2x^dx +/^ dx — /cos xdx , 
y=z2x^ + ^ — sin^. 

t 1 + x j C dx , C xdx . /- 5 

/ , . dx= I , + / -/ =:l = arc sin a? — yl — x^. 

jVl~x^ • jVi + x^ jVi — x^ 

r dx fXsm^x+coB^x) , /7 1 ^ \ ■> . 

Jsm^xcos^x J sin^x.om^x /Vcos*« ' sinW ° 

200. 

Aufgabe. Man suche folgende Differentiale, ohne Sub- 
stitution, unmittelbar zu integriren. 

^ ^ dx . „ adx 

^ 1. , '^ 7. 



dx . , a^t^a? 






a7(i» 



^4. e«fd^, / 10. ■, , 

ia^+x^ 

/^ 6. co% axd^Vy {/ 12. (^aH-6^ + c*r2)^.(6+2c^)6te. 

Auflösung. Man findet leicht, dass 

1. /L^=;(^_a), 4. {e^dx^^e^, 

Jx — a ^ ^^ I a ■ 

J(ä? — a)*" — m+l J a ' 

3. Z-^-; — 5= — arctff — , 6. 1 cos axdx=i — sinöw?,' 

ja^+x^ a ° a ' J a 



C adx . X 

7. /— = = aarcsin — , 

J ia^—x^ « 

9. /(b).^=i(fa)' (8 19«, 2), 
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^ 11. f{a-^bx)Kdx= ^^y ; 



L 12. j(a+ba: + ca;^)i (b + 2ca) da =4{? + ba!+ c^«)i 

Das Integral Ko. 11 findet man auch so: 

J{a+ba;yda=f(a^+2ab/f!+b^x^)da=aKx+aba;^+ib^a!^. 

Dies Integral ist von dem m 11 angeführten nur in der 
Constante ^r^ verschieden. 

oO 



n. Theilweise Integration. 

201. 

Ein sehr fruchtbarer Kunstgriff, um Integrale zu finden, 
besteht in der sogenannten theilweisen Integration. Um 
zu zeigen, was man hierunter zu verstehen hat, seien F(^) und 
J\ai) zwei beliebige Functionen von a. Differentiirt man das 
Product derselben, so hat man (§ 31, 6) 

d . [F{a) .f(x)] =f{x) . ¥'{x)dai + F(^) .f(x)dx *) 

und, wenn man beiderseits wieder integrirt und beachtet, dass 
die Zeichen f und d sich aufheben, so folgt aus obiger Glei- 
chung (§ 199, 3) 

FW ./W =J f{x) . ¥'{x)dx +fF(x) ,f{x)dx 
und hieraus, durch Umsetzung der Glieder 

f¥{x) ,f{x)dx^F{x) .fix) -ff{x) . F\x)dx , 

in Worten: Kann man ein zu, integrirendes Differential, 
Y{x)f{x)dx, in zwei solcher Factoren F(x).f'{x)dx zerlegen, 
von welchen der eine f{x)dx integrabel ist, so ist, wie vor- 
stehende Gleichung lehrt, das Integral von F(^) ,f(x)dx gleich 



*) Bezeichnet man die eine Function von x Kürze halber mit u, 
die andere mit v, so hat man, leichter zu überblicken: 

wo=sfv, du •\-fv, dv , 
/u,dv=:u, V — /t? . du. 
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dem ersten Factor F{x)y multiplicirt mit dem Integral des 
zweiten yy'(a?)da?=y(^), weniger dem Integral aus dem gefun- 
denen Integral^ J{as)y moltipiicirt mit dem Differantial vom 
ersten Factor d,F{ai)=F*(a)dx. Lässt sich nun dieses neue 
Integral ff{sc) ,¥\x)dx finden, wie es oft der Fall ist, so hat 
man offenbar auch das eigentlich verlangte Integral, und dies 
ist es, was man unter theilweiser Integration versteht. So ist z. B. 

Es ist Bttthii^ jxißda^^=^^{fß — 1). Hier war naeh der kuxsen 
in der Note angegebenen Formel u^^x tmd d9=x^(Fdx, ElienBO 
findet man /cos x . xdx = ^ . sin ^ + cos x. Es ist nämlich 

fcoBx,xdx=fx,cosxdx=x,fsinx — fÄna.dx'saa^mx'^'QOBx. 

Hier war u=ssx und dv^saQosxda. 

202. 

Es kann vorkommen, dass man die theilweise Integration 
mehrmals wiederholen muss. So ist z. B. 

fx^ .oo&xdx=x^ .sinx — fiin.x.2xdx, oder 
fx^ .Qonxdx=x^ .smx — 2fx,Bmxdx (i) 

Wiederholt man die theilwebe Integration mit dem zweiten 
Gliede rechter Hand der Gleichung (l), so hat man 

fx,^xdx'sax.( — coBx)+fcoBxdx (j) 

fcosxdx'=^ünx (s) 

Aus diesen drei Gleichungen hat man leieht folgende drei 
geordnet unter einander: 

fx^ eoBxdx^=^x^ üdlx — 2fxBhixdK, 
— 2 .fx sin xdx = 2x cos x — 2ycos xdx , 
— 2,fcosxdx=: — 2sina?, 

und aus der Addition derselben ergiebt sich 

fx^ C0Badx'=x^Bma + 2xG0Bx — 2sina;. 



/ 



208. 

Aufji^be. Man versuche folgende IKfferentiale durch theii« 
weise Integration zu integriren: 

Llkbien, Inflnitesimal-Bechnang. 6. Aufl. 14 



/ 
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1. licda] 2. — da?; 3. arctg^{2^; 

4, arcsin^e^or; 5. btccob acUc] 6. A^lada. 
AuflÖBiing. Man findet hier 

>^ 1. jlada==^lai.a — ja — s=^Zjb — l), 

da 



ly 2. /ia:. — = lx.lx — llx,— 
^ J X Ja 



iind^ wenn man das Integral rechter Hand mit dem gleich.» 
namigen linker Hand vereinigt; 






*; also 



te.^=i(ir)«. 



1/ 4. /arcBina;dld;=arc8indr.a; — / /_^ , 
/arcsinardc=a?.arc8inj? + (l — a?*)-^. 

//6. Ila.a:^da^=la.—--^ r-^ laf^do'. 

y J w+lm+1/ "^ 



/ 






mH- 1 (w4-l)** 



m« Integration rational gebrochener Functionen. 

204. 

Bei den gebrochenen rationalen Functionen können wir 
immer annehmen ^ 1. dass Zähler und Nenner keinen gemein- 
schafUichen Factor haben^ weil man diese gegen einander auf- 
heben kann; 2. dass die gebrochene Function eine echt 
gebrochene ist^ weil man sonst; durch Division mit dem Nenner 
in den Zähler , die ganze Function erst herausziehen kann. 
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Die Aufgabe kommt also darauf zurück^ eine echt gebrochene 
Function i;. "^ . dx zu integriren. Dieses ist aber (im Allge- 
meinen) nur dann möglich^ wenn sich die gebrochene Function 
in Partialbrüche zerlegen lässt, deren Nenner Formen ersten 
oder zweiten Grades^ oder auch Potenzen davon sind^ und 
deren Zähler constant oder Formen ersten Grades ednd. Die 
Begeln^ eine gebrochene Function, weim möglich, in die er- 
wähnten Partialbrüche zu zerlegen, sind in der Analjsis § 140 
erklärt, und müssen hier als bekannt vorausgesetzt werden. 

205. 

fix) 
Ist die Zerlegung der gebrochenen Function ^Ir-r in Par- 
tialbrüche möglich, so hat man nur eine Reihe von Brüchen 
zu integriren und die Summe dieser Integrale ist dann das 
Gesuchte. Den einzigen Bruch ausgenonunen, welcher eine 
Potenz von x^+px'^q zum Nenner hat, und besonders b^ 
trachtet werden muss, findet man die Integrale der übrigen 
unmittelbar nach den Fundamentalformeln (1) und (4) (§ 195). 

206. ^ 
Aufgabe. Man suche folgende angedeutete Integrale: 

J x^+3x — 18 ' J x^+3x — 18 ' /er* — ^« • 

// . pc»+8^2 + 4^ — 66 , ,yr^ A?8— 6««+15ä— 2^ 

^ 4. / ^ , ^ 77; .dx: K 5. / — 7 -viV — T-Tx — dx. 

J a?«+3a?— 18 ' J (x—2y(x + 2) 

Auflösung. Man hat hier (Analysis § 141, etc.) 
. ma!+24)<iir Cf 5da! , 2da!\ ^,, „. . „„ , „. 

Jx*+9x—lS~JV'ä;—Z '"aH-6/ 

= |(i(«— 3) — i(«+6)) 

14* 
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2« \a— W 2a cH-a?' 



nr»4-8fl?»+4a?--66 - /7' .^ ?Ä+24 \, (Anal. 



•/ 



H'(^+(^.W')-«^-='-'- 



Mehr hierüber s. § 327. 

IV. Integration der irrationalen Functionen« 

207» 

Im Vefhältnifis mr Anzahl a&er srrationaten Ftmctionen 
^ebt 66 nnr sehr wesiige^ -wo %it Intagratkm deirsdiben diüttd 
möglioh ist. Unter diesen wenigen sind 

dx ^ dx 

und 



ya-\^hx-\^cx^ ^/a + bx — cx^ 

in denen sowohl der Potent-, als auch der Wurzelexponent 
die Zahl % nicht überschreitet^ die widitigsten^ und nur diese 
beiden werden wir hier integriren, 

\ 1. Um die erste Function zu inlegriren^ ist es am besten^ 
die Wurzelgrösse durch Einführung einer neuen veränderlichen 
Grösse erst rational zu machen. Set^i man zu dem Ende 

ya'^hx-\-cx^=u — x^c^ so hat man 
a+6dr + c*r*=fc*M* — Imsc^c + c*', hiecatts (dmrdbi Different.) 
hdx = 2udu — *- 2xyc . du — " 2uyc . dar, 

(6 -h 2uyo)da= 2(w — x\^c)du, 

dx 2du , rt. . 

r = i~r-^ — ri also, wenn man fiirii-^'-^i/ö If^emen W erth 

u — xyc 6-|-2tty<;' ' . ^ 

substituirt und integrirt 

r dx du 

J'Ya + bx + cx^ 'l^ft + w-j/c 



<''/y; 
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dx 






2. Das Integral der andern Function kdinnte man eben- 
faUs durch Rationalmaclien derselben finden. Man thut aber 
jetzt besser; das Trinom in ein Binom zu verwandehi. Man 
setze deshalb , 

J2 b . . 

setzt man noch a+^-=^m^ und Wc — r—r^^u, mithin 

4c ^ 2yc ' 

<ic=— r-.dtt, so hat man 

yc 

C dx 1 r du 1 . u 

/■ ; «« — / . — a« — arcoin — 

und, für u und m ihre Werthe gesetzt, 

, V r cte 1 . 2c«? — b 
(t) l -, «» — arcsm— 7= 

jya+bw—cai* ^o y4ao+6« 

Nach diesen beiden Formeln (l) und (2) hat man z. B. 



/ 



dla? . 2^ — a a — 2x 
= arcsm =arccos 



"Vax — a^ a 



a 



Wäre in beiden Formeln cssO, so hat man unmittelbar 
nach der Fundamantalformel 

f—M=^^[{a+bxYidx=~(a + bx)^, 

Ergänzungen s. § S34. 

y. Integration der Ezponential- und logaritl^mischen 

Functionen. 

2Q8. 

Nur in wenigen Fällen gelingt die Integration solcher 
FonctipBen durch Substitution oder durch theilw^ise Integration. 
Man hat z. B. 
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^ 1. 



laflxdx=llx.a?*dx='lie. — — : r-rli^^^ — . 

2. / — dx=jlx, — =lu.dUf 



VI. Integration der goniometrisohen Functionen« 

209. 

Hier muss man sich zuerst folgende sechs Integrale merken, 
auf welche alle übrigen Eareisfunctionen, wenn ihre Integration 
überhaupt möglich ist; zurückgeführt werden müssen. Man 
hat zunächst 

/C0S/t7 
sm« 

3. / dx=i — Zcos^. 

/ C0S4J 

Diese drei Integrale erräth man leicht. Will man sie aber 
durch einen kleinen Kunstgriff finden; so setze man in (1) 
und (2) 8in^==U; mithin cos a;dx=duy so ist 

/ sin ^ . cos a^da; = ludu == |w* = l^sin*^ , 

1- — .co8Äd;c= / — ,du=lu=lünaf 
Isma J u 

I .smada!= — / — ,du= — Zw= — Zcosa?. 

Jcosa J ^ 

Mehr Schwierigkeiten machen die folgenden drei Inte-^ 
grationen 
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j sm^.coso; / sin^.coso? /xcosa? siiiä?/ ' 

sm^.cos^ cosa? ° 

t^5. /- '=^lzr-. — -. ,— » setze 4a7=flp, mithin da!=2d(p. 

/-r-^== /-^ ^^ =Ztgflp = Ztgiar. 

J&ma /sinqp.cosg) o^- o-< 

*• /^.=/s#rj) =-"«(T-*«)="«(f +*')■ 

210. 

Die Integrale der manchmal vorkommenden Functionen 

^in^ada, coB^ada, findet man, wenn m eine gan^e Zahl ist; am 
leichtesten^ indem man die Potenzen von sin^ und cos^ erst 
<lurch dieselben trigonometrischen Functionen von Vielfachen 
4es Bogens a ausdrückt. So hat man z. B. (Analysis § 97a): 

/co8*fi?cte=i/(cos2^H- l)d:B=^&m2a + ^a, 

/co8'a?da?«=a|^/(cos 3ä?+ 3cos^) (ia?==-^8in 3a? + fsino?. 

Ebenso findet man 

/sin*Ä?.da?=^/(cos4ar — 4oos2»«+3). Ar, 

Um^a . da == -j^sin 4ä — Jsin 2a + ^as. 

Eine andere Methode & § 339. 

211. 

Mit vorstehenden wenigen Integrationsregeln lässt sich 

«chon viel anfangen und wir wollen deshalb auch» um den 
eigenthchen Zweck und Nutzen der Integralrechnung zu zeigen, 
mit diesen nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, jetzt erst zu 
den mannigfaltigen Anwendungen übergehen. Diese müssen 
sich jedoch hier noch auf reine Geometrie beschränken, weil 
wir keine anderen Wissenschaften, wie Mechanik, Physik etc., 
^ bekannt voraussetzen dürfen. Wer jedoch die Anwendung 
•der Integralrechnung auf Geometrie gut versteht, der wird 
Auch leicht ihre Anwendungen auf andere geeignete Wissen- 
schaften verstehen. 



Fünfzehntes Buch. 



Quadratur «beier Flächen. 



212. 

In der Analysis ist bemerkt , dass Leibnitz durch die 
Betrachtung der Zahlenreihen auf die Erfindung der Integral- 
rechnung gekommen ; und (§ 194) dass er ein Int^nd aU 
Summe unendlich kleiner Grössen und das Zeichen / als Sum- 
mationszeicheh betrachtet. Um nun diese für die meisten ernst- 
haften Anwendungen der Integralrechnung höchst wichtige^ 
für den ersten Anftnger aber etwas subtile Ansicht zum Ver- 
ständniss zu bringen; möge erst Folgende^ zur Vorbereitung 
dienen und die Ueberzeugung verschaffen; dass man die Flächen 
krummlinigt begrenzter Figuren nicht nur näherungsweise,^ 
sondern oftmak ganz genau bestimmen kaOA. 

213. 

Denkt man sich die krumme Linie gezeichnet^ deren 
Gleichung 

ist^ so kann man nach der Grösse der Fläche fragen, welche 
von einem Stück, mM, der krummen Linie, von den beiden 
Ordinaten wA, MP und dem Stück AP der Abscissenlinie 
begrenzt wird. 
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Sei A der Anfangspunet der Co- 
ordinateu und AP^at, so ist durch 
diese gegebene AbBciese und durch 
die CMeichung der krummen Linie 
die Gbösse der fraglichen Fläche z 
gewiBB bestimmt. Bevor wir jedooh 
zeigen, wie man sie durch Integr^- 
rechnung leicht findet, wollen wir 
erst folgende Methode anwenden. 

Man denke sich die vom AnfaDga- 
pnnct abgemesBene Abscisse AF=a: 

in n gleidie Theile getheilt, so dass AA=Äi= ... .^ — ist, 

80 giebt die gegebene Gleichung der krummen Linie, y = <»;*+&, 

wenn man statt x nach und nach — ar^AA, — x-=k.h,...—x 

= AP setzt, die Ordinalen 

cA=a(-i-a!)'+6;/A=a(|-*)+i;...MP = a(-^ar)+&. 

Multiplicirt man die Ordinate c h mit AA ^ -, so erhalt man 

das Bechteck /icdA^ a( — äi] +ft . — ; ebenso giebt/i, mit 

hk^— multiplicirt, das Bechteck k}gh,= \iA--x\ +& ■ — etc. 

Das letzte Rechteck PMjir ist =[/— ar)'+il--. 

Die Summe aller dieser äussern Kechteeke ist gewiss 
grösser, als die fragliche Fläche z, in Zeichen: 

«<|-[oJ(i + 4 + 9+16 + .... + b') + «6], 
»<ai-|(l + 4 + 9+16 + ....+n')+!^. 

Nun ist aber die Summe der n ersten QuadratzatUen (Anal. 
§ 51) 
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— r— r — ■ — = — 1 — • mithin 

1.2.3 3 ^ 2 ^6 ' xuxtiiixi 






z<^ax 



3 



1 . 1 



+V + 



1 



3 ' 2n ' 6n«y 



+ Ja? 



(0 



X 



Moltiplicirt man dagegen mit — die erste, zweite. . . . vor- 



n 



letzte Ordinate, so erhält man die kleinem innern Rechtecke 

AmwA=B a(— j?)+i — ;Äi«C"= a{—x]'\-h -: rPQ<= a[ ^)+i 

. \n / Jn L \n / Jn L \ n / 

deren Summe gewiss kleiner, als die fragliche Fläche z ist, 
in Zeichen 

z>a-l(^i + i + ^+\ß + .,., + (n—l)*) + bx. 

Die Summe der n — 1 ersten Quadratzahlen ist nun aber 
1.2.3 3 2^6' 

^>-<i-^+6b)+*^ (') 

Die zu findende Fläche z liegt also zwischen den beiden 
Ausdrücken (1) und (2). Die Grösse eines jeden hängt von 
der Zahl n ab. Je grösser man n nimmt, d. h. in je mehr 
gleiche Theile man die Abscisse AP=a; theilt, je schmäler 
werden die in (1) und (2) sunmiirten Rechtecke. So lange 
jedoch n als eine bestimmte, wenn auch noch so grosse 
Zahl gedacht wird, so lange werden beide Ausdrücke (1) und 
(2) von der gesuchten Grösse z etwas, wenn auch noch so 
wenig abweichen. Lässt man aber n immerfort Wachsen, so 
werden beide fragliche Summen, wovon die eine zu gross, die 
andere zu klein ist, sich einer und derselben festen Grenze 
immerfort nähern und sie furn=(x> wirklich erreichen. Beide 
Ausdrücke (1) und (2) geben also, indem man ns=oo setzt 

und beachtet dass dann +zr- und also auch 7^-5 Iiifiiiitesimal- 

~"2n 071* 



219 

grossen werden und gegen die endliche Ghrdsse ^ verschwinden, 
in völliger Strenge die gesachte Fl&che 

o 



Wäre z. B. asÄ^V? 6=*2, mithin ysss^a^+2 und also 
x:=iV.— +2j:; so wäre z. B. für a=10', z=b^^\*' 



214. 

Nach der gefundenen Formel 



x^ 



kann man also sich von A an heliebig weit nach der positiven 
Seite der a erstreckende Flächenstücke berechnen. Soll aber 
die zu berechnende Fläche nicht bei A^ sondern bei k anfangen, 
so muss man von dem für z erhaltenen Ausdruck die Fläche, 
welche derselbe fUr x=^Ak giebt, subtrahiren oder als eine 
Oonstaate mit dem MinusBeichen hinaufagen. Wäre z. B. 

AA= 4, so wäi-e die Fläche AJfc/wi = ^ . — + 2 . 4 = 1 0^, mithin 

o 

Setzt man jetzt für x beliebige Werthe, so erhält man 
jedesmal eine von a?=s4; d. h. von der Ordinate ße abgerech- 
nete Fläche. Setzt man ä=AP=10', so erhält man die 
Fläche /5fePM=53^ — 10|=42ffD'. Setzt man a!=4, so 
kommt z*^0, weil ja die Fläche fiir «$»4 anheben, also für 
diesen Werth von x. Null sein soll. 

216. 

Wäre y=ax^+ ba^+ca+e die Gleichtmg einer krummen 
Linie, so würde man auf dieselbe Weise wie vorhin filr die 
vom Anfangspunct der Coordinaten aus zu berechnende Fläche 

(JJ« nrnO Ate 

z die Formel -J = a. — + J. — + c-^ + e^ gefunden haben, 
weil (Analysis § 51) die Summe der n ersten Cubikzahlen 
= — ^— ; — ^^=-i- + ir + ^r 6tc. Ebenso Hesse sich leicht 

4 4 2 4 
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zeigen^ dass, wenn aUgemein ^=sa+i^+^^' + — +pa"^ dJb 
Gleichung einer krummen Linie und m eine giuize 2iabl wäre^ 
dann für die vom Anfangspunet der Coordinaten aus zu berech- 

nende Fläche 2; die Formel: Z'=s^cut + b- + c, — + +p. — -— 

2 3 '^ wi+l 

0trenge richtig iat; £imcr^ wemu die Glw^ttng einer krummen 

Linie eine solche Function wäre^ die sich in eine nach ganzen^ 

positiven Potenzen der veränderlichen Grösse fortschreitende 

convergente Reihe verwandeln lässt, die entsprechende Fläche 

durch Summation der arithmetiichen Reihen bestimmt werden 

könnte. Wäre z. B. (Analysis § 73) 

y=e*=l + j?+Y-2 + j-y-g4- so wäre 

216. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen Auroh Snauofttio]! 

arithmetischer Reihen bewirkten Quadraturen führten leicht auf 
die nahe liegende Bemerkung^ dass man die Flächen aller 
solcher Curven^ deren Gleichung eine ganze Function von w ist^ 
ohne Summation erhalten kann, indem man die ganze Function 
mit dem Differential der Abscisse multiplicirt und dann integrirt» 

So ist z. B., wenn y=*aa?*+6 isl^ die Fläche z= l{aa^-\-b)dx 

=a. — + ftor, ganz wie vorhin. Dies führte nun weiter zu der 
«5 

Frage: Kann man wdil in allen FäUen^ wenn ytssßjs) die 
gesonderte; sonst beliebige Gleichui^ einer krummen Inniie ist^ 
f(x) . da als* das Differential der Fläche und mithin das Integral 
ff(a;)da als die Fläche selbst betmchten ? Man fand^ dass dies 
behauptet werden darf und hat dafür verschiedene Beweis ge- 
fundeui von denen wir zwei mittheilen wollen. Den ersten nach 
der Grenzmethodc; den andern nach der Infinitesimalmethode, 

217. 

Erster Bewek. Kann man das Differential (die Fluxion) 
der unbekannten Function einer zu berechnenden veränderlichen 
(ffiessenden) Grösse (Fläche, Linie, Körper etc.) findeii, so hat 
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man offmliw doreh Int^ration auch die nnb^wmte Funotion 

selbst Um nun einzuBeheii, dasa d&a Differential einer tob 

der bestimmten AbscisBe AFo=£a 

ftnliebeodea nnd eich bis zu der 

imbestimmt gelassenen Äbscisse 

AP = x erstreckenden Fläche 

M^pPoPM =z gleich ist dem Pro- 

dnct aus der Endordinate MP 

=3y und dem Differential der 

Äbscisse dx, sei allgemein 

die Glrächung*) der krummen Linie. 

Zavörderst ist nun Mar, daas die gesudite Flache z durch 
die AbsräBSen x^, x TÖllig bestimmt, also notferrendig irgend 
eine Function von x ist. 

Um, worauf es zunächst ankommt, das Differential 
dieser FuB<^n zu &tden, möge AF=:« sieh um PQ^^A^ 
ändern, wodurch die Fläche z am PQN]il = A^z wächst. Dieses 
Wachsthtim Az Ifisst sich durch ein Rechteck darstellen, dessen 
Grundlinie ^A^ und dessen Höhe eine von den zwischen 
MP=y und NQ=j' + Ai' liegenden Ordinaten, also ^i/ + e 
ist, und wo e, je nachdem die Ordinaten wachsen oder ab- 
nehmen^ räne porätive odw negative, jedoch mit Aar zugleich 
verschwind^de Grösse ist, so dass also die kleine trapezför- 
mige Fläche MPQN=A« durch 

Az=i>, + e)Ax=\J(x) + e]Ax 
imgmfixMt -wenden kann. Hierwis Iblgt 
—=^ + e=J{x) + e. 

Lassen wir j^tzt^ tun aus diesen Differenzenquotienten den 
Diffierentialq«otienteai (die Derivirte von z) zu erhalten, A^ 
bis zu Kuli abnehmen, so verschwindet auch c und wir haben 

*) Wir BstBKi liier, nie .ioanwi^ «uaiu, du« /{a) md ihre Derivirten 
Rowohl für die Eadwerths Xg, x, als auch für alle daawiachen liegendeo 
Werthe continnirlich Bind, «o wie auch, daas zu jeder AbBctaae nur eine 
Ordinate ^ehdit -kdA- kein Zeickenwedisel "Statt findet. 
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und hieraus zunächst das fragliche Differential der gesuchten 
Fläche z, nämlich 

dz=^ydx'=^f{x)^dx 
und folglich durch Integration 



:Ldx = jf{x 



)da. 
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Hat man das Integral ff{oß)dx, welches wir mit F(a;) be- 
zeichnen wollen, gefunden, so muss man demselben, wenn es 
fUr ^=^0; ^^ ^ anheben soll, nicht von selbst verschwindet, 
sondern F(a;o)= einer constanten Grösse, c, wird, noch diese 
Constante mit dem umgekehrten Vorzeichen hinzufügen, oder 
was auf dassdbe fuhrt: Ist Y(as) die Function, deren Diffe- 
rential =f{x)dXf so ist auch 

z=Y{x) + c. 

Soll nun für x^=^Xq das Integral anheben, 2^=0 sein, so 
muss die Constante so beschaffen sein, dass 

ist, also c = — F(^o) s^i^; daher 

^=F(^)— FK). 
Beispiel 1. Wäre y=»^0^^+ 2 die Gleichung einer krum- 



«« 



men Linie, so wäre 2:=y^^ — -|-2jp-t-c. 

Soll das Integral von a;=0 anheben, so ist die Constante 
c=0, weil für ^=»0, auch z=(i, Soll dagegen das Integral 

von ^=4 anheben, so hat man zur Bestimmung der Constante 

4s 
0=3^.-^ — h2.4 + c, woraus c«= — lOf und man hätte für 

die von «=4 anhebende Fläche: z^^-^, — + 2x — lOf. 

Beispiel 2. Wäre y»»«^ die Gleichung der krummen 
Linie, so wäre 



= le 



5; = ^4-C .(1) 

Soll die Fläche von 4?=0 anheben, also ftlr ^=0 auch 
2;=Ö sein, so hat man 

0=l + c (i) ' 



Sabirahirt man (2) von (l), so wird die Conetanfe c eK- 
minirt und man hat fUr die von x^O anhebende Fläche 



Die Nothwendigkeit, einem gefundenen Integral eine un- 
bestimmte Conetante hinzuzufügen, liegt also einfa^sh darin, 
damit dasselbe ein allgemeines wird und durch richtige 
Bestimmung der Constante für einen beliebigen Werth der ver- 
änderlichen Grösse anheben kann. 

220. 

Um anzudeuten, dass ein Integral fj{x)dx für einen be- 
stimmten Weirth, cc^, der veränderlichen Grösse anheben und 
dann bis zu einem andern bestimmten Werth, x^ , sich erstrecken 
soll, schreibt man so: 

Od 

und um das Integral innerhalb 
bestimmen, sucht man erst das 
statt ir einmal x^ und dann x^ u 
von dem zweiten, so dass, wen 
tegral yon f{x)dx bedeutet: 



jn,)d^-: 



FK)-P(«.). 



Anmerkung. Es ist wohl klar, dass bei allen Integrationen 
innerhalb bestiminter Grenzen die Constante gleich anfangs weg- 
gelassen werden kann, indem doch immer F(;ri)-)-c — [F(a!o)-|-i5] 

= F(;bO — ^(a^o)«!. 



Sind die Grenzen eines Integrals angegeben, so ist und 
heisst dasselbe ein bestimmtes Integral. Sind die Grenzen 
nicht angegeben, so ist und heisst dasselbe ein unbestimm- 
tes Integral und mnss dann der AUgemeinheit und Vollständig- 
keit halber immer eine willkürliche (unbestimmte) Constante ent- 
halten, über die man, bestimmter Zwecke halber, verfügen kann. 



'Ein unbertimmtes Integral ist z. B. 

"F.in bestimmteB Integral di^egeii ißt 

J(A^' + 2)<fe-A.if+«.HI-(Ay + 2. ')-««. 

AuB dem unbestimmten (allgemeinen) Integral kann 
jedes bestimmte abgeleitet werden, vorausgeaetzt jedoch, dass 
der Factor von da innerhalb der fraglichen Grenzen stetig ist. 



* Zvelter Beveii. Um noch zu zeigen, dass man nach 

der Infimtesima1m«tbod6 ein bestimmtes Integral fjix)dx als 

die Summe einer unendlichen Reihe 
unendJidi kleiner Qrössen und die 
Integration selbst als eine abge- 
kürzte Summation betrachten kann, 
sei allgemein 

die gegebene Qleichung einer krum- 
men Linie und die von APo =xq bis AP^ar sich erstreckende 
Fläche MoPoPM=i gesucht. 

Man denke sich das Stück der Abacissenlinie PaP=x — Xq 
in n gleiche Theile getheilt und setze — ~—^^Ax, so sind die 

Abecisfien der Tbeilpnncte P,, P, , Pj ...... P beziehHch ■=* x^, 

jto-t-A«, a:o + 2A«,. . . -iBo4-(" — 1)A«, Ji"o4-nA« und die 
dAZu gehörigen Ordinaten beziehlich =X'o)( A^o + A«), 
ixo + 2Ax)...f[^o+{n—l)Ax], X^o + nAa:), mithin die 
Summen S^ und S, der Rechtecke, indem man einmal von 
der ersten und einmal Ton der letzten Ordloate ausgeht, 
&i=A'^)-^''+K''o + Aai).Aa! + ....+f[xa + (n—l)Ax]Ax, 
Si^ßiit+Aa).Ax+J(xo+2A^).Ax-{'....+/{j^+nAa:).Ax. 

Je kleiner nun Ax oder je griSeser n ist, je nS^r-konnnt jede 
dieser beiden Summen, woren '(im Allgemeönen) die eine zu 
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klein^ die andere zu gross ist; einer und derselben nicht zu über* 
schreitenden Ghrenze^ z. Um nun einzusehen; dass das bestimmte 

Integral \f{x)dx ganz dasselbe , wie die erwähnte Grenze z 

(nämlich für n=oo) ist, sei F(ä?) + c das gefundene unbe- 
43tinmite Integral , so dass F(a') + c=//(^)dic, mithin Y\d)dx 
^=tf{x)dx^ so hat man (§ 46) 

P(*+ A«)-F(*)+F(*)Aar+F"(«)^+F» ^-t-- 
oder, weil F'(«)=A«)> va&axi ^"{x)^f\x) etc. 

oder, wenn man 

(o/'W+/'W.^+r(-).^+. . . .) A.«=.. . A.« 

setzt; 

F(4?+ Aar)— F(.r)=y(^)AÄ? + €iAa?^. 

Setzen wir nun in dieser Fundamentalgleichung statt x 

nach und nach x^^ x^ + Axy ocq + IAx^ ^ + (n — i)A^; 

so kommen folgende Gleichimg^n 

F(^o + Aä?)— F(a?o)=/(a?o)Aa?+«i A«S 

F(^o + 2Ax)—Y{xq +Aa?)=/(^o + A^) A^+ e^ Aa?^ 

F(aro + 3 A^) — F(^o + 2Aa:)=/(^o + 2Aä?)Aä+ €3 A^«. 



Diese Gleichungen addirt und beachtet; dass auf der linken 
Seite jedes erste Glied einer Gleichung durch das zweite Glied 
der folgenden getilgt wird; hat man 

F(aJo+»Aaj)— F(aJo)='Ai»*) .-^a;+/(a;o+Aa') • Afl;+ . .+/[a;<,+(n— l)Aa;] . Aa? 

Lübsen, Infliiitesimal-Ileehiiiug. Ö. Aufl. 15 
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AuB —mez^a folgt a?o + nAa?=^, mithin, wenn man noch 

*i + *2 + ^s+ • • • • + *w=^ setzt, 

223« 

* Weil nun, wie angenommen, F(^)H-c das allgemeine Inte^ 
gral von f{a;)dx^ mithin ¥{x) — F(^o) ^^ von Xq anhebende und 
-sich bis X erstreckende bestimmte Litegral YOJif{x)dx, nämlich 

X 

= j f(x)dx ist, so sieht man, dass, wenn f&r n eine bestimmte, 

wenn auch noch so grosse Zahl, mithin auch ein bestimm- 
tes, wenn auch noch so kleines A^ angenommen wird, doch» 
strenge genommen, keinesweges 



P 



f(x)dx^f(xo)Ax+f(xo+.A^) . A/c + . . . . + f[xQ + (n— 1) A«] A^r 



«0 

gesetzt werden kann, weil rechter Hand das wenn auch noch 
so kleine Glied eAx^ fehlt. Wohl aber kann man sagen, dass- 
fiir ßin sehr kleines bestimmtes A^ das bestimmte Integral 
linker Hand näherungsweise der Summe rechter Hand 
gleich ist, indem das fehlende Glied eAx^ dann sehr klein 
wird, und es ist auch klar, dass die Summe einer festen Grenze,, 
nämlich der gesuchten Fläche z, desto näher kommt, je grösser 
man n, oder je kleiner man A^ annimmt 

Wollte man, um die Grenze zu erreichen, Aa?=0 an- 
nehmen, so würde allerdings eAx^ verschwinden, gleichzeitig 
aber auch alle übrigen Glieder, und das linker Hand stehende 
Integral wäre dann gleich einer Summe von lauter absoluten 
Nullen, was ungereimt ist. 

Will man also die der vielfachen Anwendungen halber 
äusserst fruchtbare und bequeme ursprüngliche Vorstellung,, 
dass ein Integral, in iJler Strenge genommen, eine Summe oder 
die Grenze einer Summe sei, nicht aufgeben, so sehen wir 
ims hier, um das Gesetz der Stetigkeit zu befolgen, wiederum 
gezwungen, auch die alte Vorstellung von unendlich kleinen 
Grössen zuzulassen. Denkt man sich dann n unendlich gross,, 
also A^ unendlich klein (ein Element der Abscissenlinie), 
welches wir in diesem verschwindenden Zustand mit 'dx be- 
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zeichnen wollen^ so muss^ weil da, ohne völlig zu verschwinden, 
nicht mehr kleiner werden kann^ das nur formell stehende Glied 
eda^ weggelassen werden (§ 61), und man hat dann wirklich 



f' 



f{x)dx^{aiQ)dai-\'f{xQ + dx)dx+ +/(Ä?o+(n— l)d«)rf«v 



«0 



So aufgefassty ist das bestimmte Integral gleich der Summe 
aller stetig auf einander folgenden Differentialen (Elemente). 

Anmerkung. Man wird hiebei; als für die Folge wichtig 
und mit dem L e i b n i t z ' sehen . Gedankengang vollkommen 
harmonirendy nicht unbemerkt lassen, dass in dem Integral 



f' 



J{x)dx, als Summe betrachtet, die untere Grenze mit ein- 



«0 



geschlossen, die obere aber ausgeschlossen ist, weil 
f{xQ),dx das erste und/[^o+(n — i)da!\.dxy oder kürzer ge- 
schrieben: ßjß — da), das das letzte der stetig auf einander 
folgenden, unendlich schmalen Rechtecke (Elemente) ist. 

224. 

^ Dass überhaupt ganz allgemein jedes Integral innerhalb 

möglicher Grenzen lf{x),dx, aufweiche Grösse es sich auch 

beziehen möge (Länge, Fläche, Volumen, Zeit, Kraft etc.) 
immer als Summe einer unendlichen Anzahl continuirlich auf 
einander folgender Differentiale und die bewirkte Integration 
als eine abgekürzte Summation oder Zusammenfassung der 
Elemente betrachtet werden kann, lässt sich auch ohne Figur^ 
rein analytisch und kürzer, so zeigen: 

X 

Ist nämlich lf(x)dx^V{x), also lf(a)da = F(a) —F{a!o) 

und folglich, indem man ersteren Ausdruck wieder differentürt, 
jf(a)da=^F*{a)da , mithin F*(a)=/(x), so giebt uns die Tay- 
lor 'sehe Reihe (§ 46) 

F{a+ Aa)=F(a) + FX^),Aa+^.F"(a)AxH'^ . . . 
wenn wir darin, um das Gesetz des stetigen Wachsens aus- 
zudrücken, A^ unendlich klein denken, 

F{a + da)=F(a) + FXai)das (§61), 

oder weil F'(^)=/(^), 

F(^ + da) = F{a) +/{a) da. 

15* 
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Denken -wir xuis in dieser Fündamentalgkichung statt x die 
umerkalb des Intervalls x — x^ der bez^clineten Grenzen 
x^ und X consecutiv auf einander folgenden Werthe x^^ 

x^-^dx^ «o + 2di?, ^o + (« — 1)^^ gesetzt, wo also n = Go, 

410 erhalten wir die folgenden unzählbarai Gleichimgen : 

F(^o+ *c)=F(aro)+/(^o).^, 

F(^o + 2 A») = F(^o + ^) +/(^o + *»?) '^ 7 

F(;Po + 3 Ap) =F(a?o + 2<ic) +/(^o + 2*») . dx , 

■ • 

Addiren wir alle diese Gleichungen und beachten, dass (ftlr 
n=s= 00 ), jtq + fidx = «, so ist 

F(ä?)— F(^o)==y('2^o)^+/(^o+*»)*«^+/(«o + 2^)^-h 

+y[^o + (« — i)ö^Ä]rfÄ. 

Wir können also in allen Fällen jedes bestinnnte Integral 



' 



f{x)dxy oder den durch Integration daför gefundenen Aus- 



druck F(a?) — F(ä?o) immer als die Summe oder Accumiüation 
der unendlich vielen, in einem ununterbrochenen Fluss auf 
einander folgenden Differentiale /(^ o) <^; /(^o + ^^) ^ ®*c- be- 
trachten. In dieser wahrhaft schöpferischen Leibnitz' sehen 
Methode liegt der eigentliche Zauber der Infinitesimalrechnung. 
Da nun, wie schon § 71 angedeutet, in sehr vielen Fällen 
die allgemeine Differentialfunction, d. L die Grösse unter dem 
Integralzeichen durch unmittelbare Betrachtung der Um- 
stände erkannt werden kann, so sieht man hier schon, viel 
deutlicher aber noch in der hohem Mechanik, den glänzenden 
Sieg der Leibnitz' sehen Infinitesimalmethode über die 
-schwerfällige und nicht so klare Grenzmethode, Dass z. B. bei 
Bestimmung der Fläche einer krummen Lini^ deren Gleichung 
yss»/(.2?), die Ordinate^, d. d. j(x) mit dem Differential der 
Abscisse multiplicirt, nämlich /(o;) . dx die allgemeiae Differential- 
function der Fläche ist, zeigt auf anschauliche Weise ein Blick 
auf die Figur. 

225. 

Aufgabe l. Die Parabel zu quadriren, deren Gleichung 

y^=px, 
Auflösung. Man hat hier 
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* Itfdx^BsIpl a^ ,dxs=^i ,jf!i + c. 



Soll die Fläche Tom Scheitel anheben, also ftir ^===0 
auch z=0 sein; so ist <;b=0; daher 

AxunerkuniT. Man kann auch, wenn es unter Umständen 
leichter ist; so rechnen: 

Aus der öleichung der Parabel folgt dx^ss-^LJL^ mithin 
hat man auch; alles durch y ausgedrückt; 



^jyd^^jjy^^^\j^\^y 



WO; wenn das Integral im Scheitd anheben soll; keine Con- 
stante nöthig ist; indem für y=0 yon selbst auch 2r=0 ist. 
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Aufgabe 2. Die Fläche der Ellipse zu finden ; deren 
Gleichung 

V = — ^Va* — x^. 

^ a 

Auflösung. Man hat hier 



= — /Va^ — x^ . da, oder 



az 
T 



= na^—x^.dx. 



Das Integral kann man auf verschiedene Weise finden: 

1, Cauchy setzt Va* — ^* = <ä, woraus ^*asa-— j — -\ 
dann ist (§ 201) 



^:r=^lt.adxmmt.\x^—\lx^dtf 



az 
T 

az 



— = 1^^« — ^a^arctg^. 
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und wenn für t sein Werth zurückgesetzt wird, 

2;==_- Va» — ^8 — 4a6arctg 1- C 

Soll die Fläche bei CD anheben, also für «r = auch 
Z'sssO sein, so hat man, weil arc(tg=3 0o)sr=|^ 

= 0— jai.|nr + C. 

Diese Gleichung von voriger subtrahirt (§ 218, Beispiel 2) 



"= 2 



. — Ä:ya* — a?*+4a6l-r arctg •). 

a \ 2 X J 



Ist, im ersten Quadranten, die Tangente eines Bogens 

Vo*— ^ 
«s , 80 ist, wie leicht emzusehen, die Tangente des 

Bogens, der ersteren zu einem ganzen Quadranten (-^) er- 

gänzt, =-p=r=, so dass also 
Va* — x^ 

X , ^ Va* — 4?* TT 
arctg-p==r + arctg = 7r; 

X 7t . l/a} — ^* 

Dies substituirt, ist auch 

g=4— ^Va'-— ^*+Yqfcarctg 

oder auch (Trigon. § 100, 5) 

2:=4.—arya*—a;*+ia6 aresin — (i) 

* a a 

Man kann also ein und dasselbe Integral oftmals unter 
verschiedenen Formen darstellen. Man hätte statt des sinus 
auch den cosinus oder die Cotangente hineinbringen können. 

2. Um das Integral 

ä;= — iVa^^x^.dx 

zu finden, kann man auch so verfahren : 



2' 
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Man setze ^oBasinqp; mithin da^=acof^(f>,dq>j so ist 

'cos^qprfqp und (§210) 



= ahu 

= |ai /(cos 2qp + 1)^9, 



Aus der Annahme asinqp=^ folgt^ dass für ^bbQ auch 
^sssO und fax ^«sa; fp^^-jr ist Soll demnach das Integral 

st 

von ^=0; also auch von fpma»^ anfangen^ so ist keine Con- 
stante nlMlug. Soll das Integral dann bis xts^a glommen 
werden; so muss man 9)^=»!^ setzen. In Zeichen 

;gr=j— /ya* — «*.d^«»|a6 /(cos2qp + l)dg). 



Will man in dem gefundeaien Integral 



«|aj(^+9') •..(.) 



<len Bogen qp wieder durch x ausdrücken, so folgt aus a sin 9)= or, 

X X Y iJ^ ^"^ x^ 

4ass a) = arcsin — und aus sin<z)= — \ dass cosqp=-^ , 

^ a ^ a ' ^ a 

mithin sin2y= . \ . (Trigon. § 100, 16.) Es is daher 

et ^ 

-wie vorhin 

z^Bxk — «Va* — ^* + 4aJ.arc8in — .^ 

Für ^bbO ist ;sssO. Setzt man ^«Bi|a, so hat man 
^ss=- — Jl_-|. _ Setzt man Ä=*=a, so hat man den vierten 

Theil der Ellipse ^\ab,:^7t. Die Fläche der ganzen Ellipse 

ist also 

z=iab7t, 

Anmerkung. Setzt man in dem für a;= verschwindenden 
Integral (1) ^= — a, oder was dasselbe ist, in dem für 9)s=o 
verschwindenden Integral (2) 9)9= — |^, so erhält man die 
Fläche des Quadranten ACD, jedoch negativ (= — {ahn^. 
Dies ist ganz natürlich, wenn man das Integral als Summe 
betrachtet, indem dann in der allgemeinen Summationsformel 
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(§ 224) I f{ai)dxj für positive Ordinaten^ alle Glieder rechter 



Hand; wegen des negativen Factors — da^ negativ werden. 
Integrirt man aber von ^= — a bis «=0, oder von q>= — ^n 
bis ^=0, so erhält man dieselbe Fläche positiv. Integrirt 
man von a?= — a bis 4?=«e-|=-a, oder von qp=— I^tt |bi& 
9)=: + Y^; so erhält man die halbe Ellipse^ in Zeichen 

— / Va» — a^ da^^^ab j (cos2<jp-f-l)rfg)s«*|o6nr. 

Diea (nämlich das Integral ab Summe betradhiet) lehrt 
zugleich auch; daas man den zu einer trigonometrisehen; piMi* 
■tiven oder negativen Function gehörigen Bog^a stets in der 
kürzesten positiven oder negativen Drehung nehmen muss 
und dass der Bogen hier nur als Zahlengrösse in Betracht kommt 



Aufgabe 8. Die Hyperbel zu quadriren^ deren Gleichung 

y= — Va^ — a*. 

AvMmmg. Man hat hier 

;?= — /Va?* - a^,dx. 

_ «/ 

Setze Vä?* — a^=ssta. also a?*«B=- so ist 

' 1 — t^^ 



= It.ada^st,-^ ^la 



az 



2az 



-'"-'i'im)- 

I 

^^^/—i 9 ab Jx + ^/x^ — a^\ 

2a 4 \^ — V/r»— a^/ 



Soll die Fläche für x = a (im Scheitel B) anheben, so ist 
keine Constante nöthig, vreü daslnt^al fUr x=a von^selbst 
Tenohwindel 

AniiMrkang. Zieht man vom Mittelpunct C nach Atm 
Endpunct M der Ordinate MP-^y die Gerade CM, go itt die 
Sectorfläche 

MCBiB^jc^ — z, oder 

Wird «^eo, so wird CM zur 
daee die zwiBchen der Äsjmptote onc 
Fläche unendlich wird. 



Aufgabe 4. Die Quadratur der Hyperbel zu finden, deren 
Aaymptotengleichnng 



AnflStong. Es ist hier 



— /"t. 



Soll die Flftdtte bei Ä anheben, also für x=*0 auch 2=0 
sein, so i«^ weil io— — oo. 

Sobtrahirt man diese Gleichung von der Torherg^enden, so ist 

e^a*lic~\-'x> (i) ^ 

M«B siebt kicr, dus die Conatanto auch aneadUch Min kann. 
Soll die !£1ftdie sich roa a^O bis APsboo erstreoken, so ist 

z^a'liro+ w (») 

Für j!at==0 ist £i«0; für d^=»l ist ^»«o. Es Ist tiao, wm 
wir schon aus vorheigehendem % wissen, die zwischen der 
Asymptote At/ und dem unendlichen Hyperbelast liegende 
FlÄdie unendhch gross. Will man die Fläche von AP = % 
bis AP*—« haben, so kt (2) von (1) aubtrahirt, 



Aufgabe B. Die Linie zu quadriren, 
deren Gleichung 

4 

AoflSflung. Die Ordinatenachse bo- 
woU, alB die positive Seite der ÄbBciseen- 
acbse sind Aeymptoten. Für die ober- 
halb der ÄbacisBenachse (fttr positive Or- 
dinaten) Uegende Fläche hat man hier 



'-f-^'-'l' 



ä^^da, 



Soll die Fläche von ^=0 anheben, so brancht keine Con- 
atante hinzugefttgt zu werden, weil das Integral t&T x=(i von 
selbst verschwindet. 

Nimmt man hier z.B. x^9'^APq, so wird ä^24G'- 
Ea acheint ungereimt zu sein, eine Fläche, die sich in's 
Unendliche erstreckt (nicht völhg begrenzt ist), berechnen zu 
wollen. Die Möglichkeit ergiebt sich jedoch, wenn man die 
Sache aus' folgendem G^sichtspunct betra(äitet; Man denke 
eich auf der Asymptote AY gleiche StQcke abgesteckt, AB 
= BC5=CD^ etc., ao bilden hier die unzähligen Flächen- 
stücke ABM«P|,, BCKMo etc. eine unen^che, aber con v ar- 
gen te Reihe, deren Summe genau = 24D' ist. Dies war vorhin 
*ei der Hyperbel (§ 228) nicht der Fall, wie es auch hier für 
die ander« Asyn^rtote AX oioht der Fall ist: dmm Bär x=a= te 
ist attok x^ do; Dass sich die krumme Linie der Ordinaten* 
achse viel rascher nähert, als der Absciaaenachse, folgt aus ihrer 

Gleicbong, die man auch so schreibe^ kann: jb=— j (§ T^)- 



Anffi;»be &. Die Quadratur der Bsptmentiallime zu finden, 
deren Gleichung 



AnflSanng. Eb ist Her z^l^dm, oder 

' = '■+<: (.) 

Soll die Fläche bei A anheben, so mues für x^=0 auch 
c^O Bein. Dies gieht zur Bestimmung der CouBtante 

= l-|-c (0 

Mthin, (2) von (l) sahtrahirt, 

z='i'—\. 

Setzt man x^ — <», so findet 

Asymptote, Ordinate AB and den 

liegende Fläche als eine endütdie 

nämlich = — IQ (8 228, Anmerkung 

Litegrirt man von x^ — co bis 



z=^l^da;=tfi — i 



BD erhält man dieselbe Fläche poaitir, nämlich z^lD- Das- 
selbe erhält man iUr die f^poneutiallinie y=e~' und fUr das 
bestimmte Integral 

7 
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Aufgsbe 7. Die Gyloide zu quadriren. 
AnilSBungr. Zufolge g 156 hat man 

x^t9 — rsinö, 

S = ) — rcOHÖ, 
^->r(l— co30)dÖ, 

z=r'j{l—<S0tS)'d9, 



2_r>/(l_2co»9+co»'e)<i8, 

-2coa®-t-icos2S)d0, 
■■(je— a'»mS+Jem29). 



'=''f(i- 



Soll das Integral von «^0 oder 0=0 anhebea, so ist 
keine Conotante nöthig. Setzt man Q*=2n, so hat man die 
ganze FlAche der Cycloide, nämlich 
s = 3r%.' 

Die Fläche der Cycloide ist aleo juat dreimal so gross, 
als die Fläche des Erzeugungskreiees. 



Aufgabe 6. Die Hypocycloide zu 
quadriren, deren Gleichmig yJ+a!^= 1, 
oder 

Anilfieunf. Es ist 



./;i-.i)i 



>dx, 



oder, wenn man, nach Caachy, 
d!=8iu*@, mithin <^^=38in*6coBd(J9 setzt, so ist auch 

'r 

3=3/ 8in"Ö.coB*6WS, 



3 fain«© 



= 3/fcos*0— coB80)d© und (§ 210), 






C082© + | 1 

60 + ^co840-t--^cos2©+A)j' 



Anmerkong. Man sieht hier (und in äbnUchen Fällen) 
leicht ein, dass man iUr die angegebenen Grenzen, von der 
Entwickelung der Potenzen cob*@, cos'©, nur die constanten 
Gheder -| — ^ sk ^ mit d& an mnltiplidren und zu integriren 
braucht, indem die Integrale aller übrigen G-Ueder lauter einÜB 
von geraden Viel&chen von & geben, welche deshalb, so- 
wohl flu" © = 0, als auch fUr @=\7r doch yerschwinden. Da» 

gesuchte Int^ral ist also ■'^ t^ - -^ ; mitbin die ganze Fläche 
fiir alle vier Quadranten z=-^jt. 



Man musB bei jeder Quadratur einer krummen Linie, wenn 
man keine negativen Flächen gestatten will, den Lauf der 
Linie kennen, aameatlicli ob und wo sie die AbscisBenlime 
schneidet. Denn sind die Ordinateb negativ, so müssen, ver- 
möge der allgemeiaea Smnmalionsformel (§ 223), für positive 
Abscissen alle Factoren von dx negativ werden. Man musa 
deshalb jedes oberhalb und unterhalb der Abscissenachse lie- 
gende FlächenatUck besonders berechnen, also von Durch- 
schnittspunct zu Durchschnittspunct integriren, die mit dem 
Minuszeichen behafteten Flächwistücke als positiv betrachten 
und alles addiren. 



Aufgabe 9. Die parabolische Linie zu quadriren, deren 



y=arä — 9.r* + 23a!— 15. 

AuflfiKonB. Diese Gleichung lässt 
sich (die rechte Seite in Factoren zer- 
legt, Anal. § 116) auch so schreiben: 
3,==(«-l)(^-3)(a>-5). 

Aus dieser Form erkennt man nun 
leicht, dasB fUr alle Werthe von x 
zwischen und 1 die Ordinaten ne- 
gativ, zwiscdi«! 1 und 3 positiv, zwischen 3 und 5 negativ und 
för 1, 3, 5 Null sind. 

Soll nun die Fläche von x^l bis x= 5 berechnet werden, 

in Zeichen 

s 

Z=\ydx, 

Bo mass man, des g 233 beregten Umstandes halber, das In- 
tegral hier in^zwei Theile zerlegen und so schreiben: 



= hdx + lyd 



hdx. 

3 

. Weil nun das allgemeine Inte^al 



80 ist für x=l, ei=~H+e; fiir at=3 ist Zj =—2i+e, 
mithm das von ^=1 bis x=S oberhalb der AbBcisBenlinie 
liegende Flächenstück js^ — i,=4Q. Setzt man x^5, so ist 
z^^ — ^j + c, mithiD das unterhalb liegende Fl&cbenstück 
^Sj — z^^ — 40- Es ist mithin (§ 233) die arithmetische 
Summe beider Flächen z^SQ. 

Hätte man den Lauf der krnmmen Linie nicht bertlck- 
sichtigt und das Integral rein arithmetisch von x:=l bis «=5 
genonunen, bo hätte man ^ = erhalten. 



Aoügabe 10. Die logarithmiscbe Linie zu quadriren, deren 
Gleichung 

AoflÖstmg. Man hat hier 

z^ajlxdx und (§ 201) 

z^s^axlx — <w; + c, 

Soll die Fläche von ^=^0 anheben, so ist die Constante 
c=0 (§ 84), daher 

z=aiF(tr — 1). 

Von x=Vi bis x'=l ist die Fläche eine endHche GrCsse, 
jedoch wegen der negativen Ordinaten, mit dem Minuszeichen 
behaftet, = — a. 



Um schliesslich auch noch Polarcurven zu quadriren, 
kommt es zunächst darauf an, aus der Gleichung der Polar- 
curven einen Ausdruck für das Differential der Fläche zu finden. 
Sei zu dem Ende die Gleichung der 
Folarourre ganz allgemein 

LäBBt man den mit der Längeneinheit 
beschriebenen Bogen mn — @ um no= A9 
wachsen, so wächst der Badius TQctor r um 
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NQa="Ar*) und es ist der mit AM=»r beschriebene Kreis- 
bogen MQ=rA@. Nimmt man AQ sehr klein, so kann man 
näherungsweise AMN als ein Dreieck betrachten, worin 
AN=r+ Ar die Grundlinie und MQ==rA9 die Höhe ist^ 
und es ist dann näherungsweise das Wachsthum der Fläche 

Az=^rA&{r+Ar), 
Az=ir*A9+^rArAG, 

Lässt man nun, um aus diesem Differenzquotienten den Diffe- 
rentialquotienten (die Deriyirte von z) zu erhalten, A@ bis zu 
convergiren, so verschwindet gleichzeitig Ar=M A 0+N A 0*+. * 
und wir haben 

— =4r« 
d@ ^ ' 

dz=^r^d0=i[f{&)yde, 



=^f[A®)Y<i& = ifr'd@. 



* Nach der Infinitesimahnethode ist in diem unendlich 
kleinen Sector AMN sogleich AN=r + dr, no=d@y MQ. 
= r.d© (§ 67), und weil in |rd0(r+rfr) die Infinitesimalgrösse^ 
dr gegen die endliche Grösse r oder auch |rä0dr gegen ir^d& 
verschwindet, so leuchtet unmittelbar ein, dass ir^dQ=^(JQy. d& 
das allgemeine Differential der zu bestimmenden Fläche ist,, 
und dass hier ganz dieselben Schlüsse Statt finden, wie § 224. 

Ist nämlich das allgemeine Integral /i(/0)*.d0=F(0)4-<?^ 

e 
mibm ß(J9yd&^F{@) — F{Qo) und J(y0)» = F(0), so 

So 

kann man hier ganz so wie in § 224 das bestimmte Integral 



K/Qy.dQ, d. h. den durch Integration dafür gefundenen 



e 

Ausdruck F(0) — F(0o) als Summe der in dem Intervall 
— 00 stetig auf einander folgenden Differentiale Ü/G^ydQ^ 
i[/(®o + dÖ)]*.dö> iC/(0o + 2d0)]«d0 etc. betrachten. 

*) Es kann mit wachsendem G der Radius vector aach abnehmen 
und Ar negativ sein. 
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887. 

Aufgabe. Die Archimedische Spirale zu quadrireU; deren 
Gleichung 



Auflösung. Man hat hier 



2 j \l7t) 



% 



.e«d0, 



a« 



247r 



2 



.©». 



Soll das Integral von 3=0 anheben, so ist keine Con- 
fltante nöthig. 

Für eine halbe Umdrehung (0 = 7r) ist 2:«b=— .^ (S. Figur, 

Höhere Geometrie § 96). ^ 



a« 



Für eine ganze Umdrehung (Q = 27r) ist ^=— tt. 

Man kann auch so rechnen (§ 225, Anmerkg.): Aus r 

= — -© folgt {i©«=» — dr* mithin ist auch 
27t ^ a ' 

ZB=f» — Ir^dr, ^ 
aj 



z^ir-r^ 



7t 

wo keine Constante nÖthig ist, wenn die Fläche von r=aO 
anheben soll. 

Für eine halbe Umdrehung (r=^a) .ist ^=^^- Für 
r = a ist ;?=— TT. * 

Anmerkung 1. Bei der zweiten ToUen Bevolution be- 
schreibt der Radius vector, der im Anfang =a ist und am 
Ende derselben =2a wird, die Fläche der ersten völligen 
Revolution offenbar aufs Neue wieder, und so in der Folge. 
Um also die einfache Fläche zu erhalten, welche nach m Re- 
volutionen beschrieben worden (zwischen den m Windungen 
enthalten ist), hat man 
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^{iiH)B)r {ra-l)a 

Für m= 1, 2, 3 ist z=^a*7t, 2^'fr, SJa»« eto. 

AniBsrimns 2. Will man die Fl&obe (^lire) haben, welche 
zwiBcbea der tnten und m+lten Windung enAaltot ist, so 
braucht man oäenbor nar die FlXche TOn m BeTolotioaen von 
der Ton «1+ t an sabtrahiren. Man hat dann noch vorher- 
gehender Formel 

Die zwischen der Isten nnd 2ten Windung (m^l) ent* 
iialtene Fläche ist Meraacb ^ 2a%, und die zwischen der mten 
und m-j- Iten Windung enthaltene Fläche ist, wie schon 
Archimed geüinden, just mmal so gross, als die Flädie, welche 
zwischen der Isten und 2ten Windung enthalten ist. 



Aofgabe 1. Die Fläche der Tierschlingigen Lin<e zu finden, 
deren Gleichung (b. Fig. Höh. Geom. § 77) 
r=a. sin2ät. 

Aufgabe 3. Die Fläche der 
■Glwohtmg (b. Fig. Höh. öeom. S 

r-=2a(l + cos0) = 

AatfstbB 8. Die Schlinge dei i 

quadriren, dessen Gleichung (s. F 

_ 3a.ainQ.cosQ __ 3a. tg© 

sin^Ö-J-coB*© (l4-tg'0).coB©' 

AuflJSumg 1. £b ist für alle vier Schleifen (§ 210) 
AuflSsnnä 2. Es ist (g 2AD) 

Auflteaog S. Man findet, tg9=u gewttat (% 199, 2) 

« = |a'. 



* Wir haben in § 222 nadi der InfiniteBimaJinetliode die 
FlSche einer Orthogonalcarre als atts Elementarrechtecken zn- 
sammengefä^ fingirt, bei denen nur die eine Dimension, die 
Grundlinie dx, unendlich klein, folglich jedes Element ein unend- 
lich Eleines erster Ordnung ist und sie durch Integralrechnung^ 
summirt. Nach derselben Methode kann man die gwue E^che 
aber auch als aus Elementarrechtecken zasammengeBetzt fingiiren,. 
bei weldien sowohl Ghrundlinie als Hübe uoendlich klein und 
mithin jede Elementarflä<^e ein unendlidL Kleines zweite: Ord- 
nung ist. Ebenso kann, man einen Eörper aua geraden Prismen 
zusammengesetzt finden, deren Länge, Breite und Höhe unend- 
lich klein, folglich jeder Elementarkörper ein unendlich Kleines 
dritter Ordnung ist. Da nun diese Betrachtungsweise auf soge- 
nannte Doppel- und Dreifach-Integrale fuhrt und dieselben in 
der Anwendung der Integralrechnung, namentlich auf Mechanik 
und Physik, nicht zn vermeiden sind, so wollen wir hier ver- 
suchen, den Änfilnger durch leichte geometriBche Beispiele auf 
diese subtile Sache vorzubereiten. (Vergl. § 65.) 

240. 

* Man kann das Differential eines Rechtecks, ÄD, dar- 
stellen durch 

dz^dx.dif 
und sich das ganze Becbteok aU aus 
solchen Elementarrechtecken bestehend 
denken, wo Grundlinie und Höhe, dx, 
dy, beide unendlich klein sind. 

Um mm anzudeuten, dass diese 
Elementaräüchen entlich in der Aus- 
dehnung von A nach C, d, i, von 
y^O bis y^h und dann die erhaltene unendlich schmale 
Schichte AG in der Ausdehnung von A nach B, d. i von 
x = bis x^b genommen werden soll, bedürfen wir zweier 
Summen- oder Integralzeichen. Man schreibt nämlich 



-ff' 



dxdy, 

und um dieses zweifache oder Doppelintegral zu finden, inte- 
griren wir erst in Bezug auf y, dann ist 



243 






h 


Wird dies erste Integral, wie gefordert, von y=0 bis y=Ä 
genommen, wonach die Constante c überflüssig ist, so hat man 

b b 



==/ da? . A == / Ä . da. 





Unter dem zweiten Integralzeichen steht jetzt das unend* 
lieh schmale Rechteck AO. Integriren wir jetzt in Bezug auf 
a und zwar von a?=0 bis a?=i, so ist richtig 

Anmerkung. Weil in vorstehendem Beispiel x und y nicht 
von einander abhängen, so hätte man auch in umgekehrter 
Ordnung, erst in Bezug auf x und dann in Bezug auf y, in- 
tegriren können. Wäre aber y von a, folglich auch das Wachs- 
thumbestreben der Ordinate, nämlich dy von a abhängig (§ 62), 
und also auch in den Elementarrechtecken da, dy keineswegs 
gleich gross, so muss man nothwendig erst in Bezug auf die 
abhängige Grösse integriren. Wollte man z. B. nach obiger 
Formel dz=^dx,dy, die Fläche des Dreiecks ABC berechnen, 
so ist die Gleichung der geraden Linie AD 

h 

X y X y X 

dann ist z= j j dxdy ^=^1 dx \dy^^ jydx. 

90 

Da nun hier y von x abhängt, eine Function von x ist, so 
muss man diese statt y substituiren. Diese erste Integration 
giebt uns ein von mn^=y, also auch mittelbar von An=x, 
abhängendes xmendlich kleines Rechteck mn, nämlich 

X X 



:=s 1-7- 0?. dar = -j-lxdx. 



Z' 



Integrirt man jetzt in Bezug auf Xj so ist 



2;a=^-^^2 + C. 



A 
b 

nimmt man dies Integral von a;=o bis a?=&, so ist 

z^=^\bK 

16» 



241. 

* In Betreff der Folarcurren kann man das Differential 
der Fläche, statt darch ein nnendlicli Kleines erster Ordnitng, 
nämlich durch ein Dreieck, dessen Höhe unendlich klein ist, 
auch folgendermaassen durch ein unendlich Kleines zweiter 
Ordnung auBdrücken. 

Es sei Ä der Pol, AM, AN zwei Leitstrahlen, 
die den mit der Einheit beschriebenen nnend- 
Uch kleinen Bogen d@ zwischen sich fassen. 
Femer sei Am.=p, also mn^Q.dQ; ferner 
mvi' = dQ, dann ist die unendlich kleine als 
Rechteck zu betrachtende Elementarfläche 
mm'n'n das Differential und =pd0.rjp. Mithin 



-/ f 



^d&dQ. 



Man integrirt nun erst in Bezug auf q von ß ^ bis g ^ r. 
Ist dann r eine Function von (»■=/0), so muss diese statt 
r gesetzt, imd dann in Bezug auf integrirt werden. 

Die erste Integration giebt uns die Summe aller in der 
Richtung des Leitstrahls vom Pol bis an die krumme Linie 
auf einander folgenden Elemente, welche zusammen ein Dreieck 
bilden, dessen Grundlinie ^r und dessen Höhe =rd&, nämlich 
wie in § 236 

z=f^rd.dQ. 

Wollte man nach dieser Formel z. B. den Inhalt eines 
Kreises berechnen, dessen ßadius^o, so hat man, weil hier 
a von unabhängig ist, 

2« 



Sechszehntes Buch. 



Reetifieation krunner Linien. 



242. 

Jöei der Berechnung irgend eines Quantums (Fläche, Linie, 
Volumen etc.) kommt es, wie schon bemerkt, zunächst immer 
nur darauf an, das Differential der zu berechnenden Grösse 
zu finden, um dann durch Integration die Grösse selbst zu 
haben. Die Integration kann man in solchem Falle immer 
als eine Sununation betrachten, das Differential aber findet 
man entweder nach der Grenzmethode (indem man erst die 
Derivirte sucht) oder direct und bequemer nach der Infinitesi- 
mahnethode. 

Wir haben beiderlei Wege im Vorhergehenden so umständ- 
lich bezeichnet, dass wir es in methodischer Hinsicht jetzt für 
besser halten, den Anfänger zum Gebrauch seiner eigenen Kraft 
aufzufordern. Denn etwas ganz anderes ist es, die Infinitesimal^ 
rechnung selbstständig anzuwenden^ was eigenes Nachdenken 
erfordert, als sie bloss zu verstehen. Wir wollen zu dem Ende 
d^as, was gefunden werden soll, in Aufgaben kleiden, damit 
der Anfänger erst selbst über die Lösimg nachsinnen kann. 

Aufgabe 1. Es sei allgemein 

die Gleichung einer krummen linie. Man sucht eine Formel, 

nach welcher noan die Länge eines Bogens I^M = 5, dessen 
Endpunctsabscissen APo^»^ und AP^^a gegeben sind, be- 
jreohnen kanzL 



Auflfining. Um zuerst ' das Diffe- 
rential des BogenB a zu fiuden, lasBen 
wir die Abscisse ÄP^;i; um FQ 
^Ax wachsen, ftlBdann wäcliet die 
Ordinate MP=y um NR^Ay und 
der Bogen MqM^« um ^^=As. 
Es ist nun liif >MN undfi5 <HT + NT , oder, weil 
die Sehne MN— yAä»+Äp= Aarl/l + ^4 "^^ '^^ ^'^ 
^=Aar.tgT= Aar.^ is^ so ist 



=j/; 



^'' + ^''-±.' ^=^''£-^!'' 



A.<A..j/rr|;+A..|-A,i 

A«^f ^A<i" 



^^^^ 



Lassen wir jetzt Ax bis zu Null convergiren, so werden beide 
Ausdrücke (zwischen welchen die DerivirtfiUegt)gleich, und es ist 



ds=yf+(/'ar)*.tiK. 
* Weil ein unendlich kleiner Bogen mit seiner Sehne 
genau zusammenMlt,*) so bat man aus dem <^aracteristiBchen 
Dreieck für das Differential des Bogens unmittelbar (§ 70) 



<ig=.V(is;»+dy»=jM + ^ 



*} Dem § 66 dafür angegebenen Gmade fügen wii hier noch Folgendes 
hiniu: Denkt man üeb eine beliebig gebrochene Linie dnrch die Bewegung 
«nes Pniicts beührieben, so treten liiebei aweierlei Vorstellungen aof: 
1) die rein progressive oder geradlinige Bewegung nnd 3) Bichtnögsände- 
tong. Denken irir nns, «tatt des beschreibenden geometrischen Poncts, 
weil, als Negation, ganz objectloi and für sich aUran gar nicht« vorstellbar, 
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Snbstitairt man hierin das von a abhängige Waohsthum- 
bestreben der Ordinate, dy^=>fx.da!, so ist 

8 



=fvi+ifxy.da. 



Xq 

Hier finden nun wieder dieselben Schlüsse Statt; wie § 224. 
T)ie auf einander folgenden^ ihrer yerschiedenen Lage halber 
4kber auch hier keinesweges gleichen Differentiale des Bogens 
«ind nämlich 

etc. 

244. 

Aufgabe 2. Die Parabel zu rectificiren; deren Q-leichung 

Auflösung. Man hat hier 2i/dy=ipda, woraus 

^-^und^=^ 
da 2y dx^ 4a?' 



B 



=fv^-^- 



•Setzt man nach Cauchyl^ 1 + ^==^^ so ist »t=^« ^ und 



8 



*^-^pft^' '^ (§ 2"^' ^) 



das untheilbare Element einer geraden Linie, so kann dieses, der Untheil- 
barkeit halber, ebenso wenig eine Richtung angeben, als ein sogenannter 
geometrischer Funct oder eine Kugel. Soll nun dieses Element sich be- 
wegen, 80 muss es nach dem G^etM der Stetigkeit zuerst nothwendig rein 
progressiv in die Stelle eines unmittelbar anliegenden untheilbaren Elements 
kommen, und wir haben jetzt eine unendlich kleine gerade Linie. Bei wei- 
terer Bewegung kann nun das EUement seine Bichtong bedeutend oder auch 
wenig ändern (Spitzen, Schnabel, Wendungspuncte etc.). Soll also das un- 
theilbar gedachte Element eine krumme Linie beschreiben, so muss, damit 
es aus der Stelle kommen kann, die progressive Bewegung der Bichtungs- 
änderung nothwendig vorhergehen und wir können, in die Leib nitz' sehe 
Anschauungsweise eingehend, eine krumme Linie unmöglich anders, als 
ein Vieleck von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten definiren. 
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**-i/'-^-+T)=*-+ii'<S)' 



V^ + ^^+i 



s^a:.\/l + f- + ipl^' 



V^^l- 



4a? 

403 



Soll das Integral im Scheitel anheben^ so ist keine Constante 
nöthig; indem es für a!=0 von selbst yerscb windet. Die& 
folgt aus § 80; oder auch aus 

Anmerkung. Man kann auch, wenn es leichtere Kech- 
nung giebt, alles durch y ausdrücken. Aus 

y^s=px folgt 
2ydj/=pdxj also 

— s=^^ und dx^=^ — ,dun 



8 



= — Hp^+4^y^.dy. 



Setze yp«+4^« = 2<y, so ist y^^J~ ^^ 

wobei keine Constante nöthig ist, wenn das Integral im Scheitel 
(y=0) anheben soll. 

845 a. 

Aufgabe 8. Die Cycloide zu rectificiren. 
Aufltamg. Die Qleiohangen dieser linie sind (§ 156) 
x=tQ — rsinö, also dx^=r{\ — co80)d0, 
yss=r — rcos®^ also d[y=a»rflin6kJ0, 
(i^»+%*=2r«(l — C0B©).d©«, 
cfo«^4r^sin5^J©.</®2, 



s = 1tL 



Bin ä . d©^ — 4r cos ^0 + c. 



Soll das Integral fUr 0a>O TOrschwinden (anheben), so 
muBS c=4r sein, daher 

8 = 47^1 — (K»50) = 8rtin»i0. 
Setzt man ®=in, so ist die Länge der ganzen Cycloide=8f-. 

2451). 
Aufgabe. Die Hypocycloide zu rectiäciren, deren Glei- 
chung (b. Fig. § 232) 

,=(„!_^!)!. 

AuflösangT' Man setze j;=asin^0, so ist y^maooB,'^® 
und (fs = |aBiu20d@. Mithin iUr alle vier Quadranten 

*r 

f sin 20.(26=6». 



« = 6a. / si 
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Aufgabe 4. Die Eettenlinie zu 
rectificiren. Ihre Gleichung ist 



AuflSanng. Man hat hier 






Die Länge eines Bogeqs, BM, dieser Linie lässt sich also 
genau durch eine gerade Linie darstellen (rectificiren). Steckt 
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man nämlich die End-Ordinate MP=^, als Hypotenuse, von 
B nach D ab, so ist AD=yy*— a*=ßÄ., Denn 

y^»^a'^j{e<'—i<'). 

247. 

Aufgabe 5. Die logarithmische Linie zu rectificiren. Ihre 
Oleiohung ist 

AuflöBiing. Hier ist 

Man setze \/ \-\-^=z, so ist a:=-=^=, 

C dz 

i/"T1 — i /a+ Va^ + ^A 
=ya*+Ä* — aiy ) + c. 



8 



8 



Soll daa Integral yon «s=0 anheben ; so ist die hinzu- 
zufügende Constante o=soo. 

248. 

Aufgabe 6. Es ist eine krumme Linie durch Polar- 
coordinaten gegeben^ nämlich allgemein 

r =/(©): 

man sucht eine allgemeine Formel^ nach welcher man die 
Länge eines bestimmten Bogens berechnen kann. (Fig. § 236.) 

Auflösung. Das Differentia l des Bogens Mq M=« ist 
hier offenbar cfc=ydr*+r*d©*, daher 



8 



-/yr2cf02 + dr»==r}/r2+-^.d©. 
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Aufgabe 7. Die Archimedisclie Spirale zu rectificireu; 
deren Gleichung 



Auflö«mg. Hier ist ^-^, mithin 
Setze ■/! + ©»=<©, so ist 0»=-^^— und 

27C _ ©« !/]_* 

250. 

Aufgabe 8. Die Exponentialspirale zu rectificiren: 



r=€* 



Auflösung. Man hat hier --7r = ^^, daher 

a© 



= y2.fe^d& 



Nehmen wir dies Int^ralVou ©= — <» bis 0=0, oder 
von r=0 big rssl, so findet man fiir die Länge aller im- 
zähligen sich immer näher um den Pol lagernden Windungen 
eine endliche Grösse =y2. 



Siebzehntes Buch. 
Cubstur der ReTOlntionskÖrper. 



asi. 

Aufgabe 1. Ee sei (Ulgemeiu 

yf(.') 

die Oldchung einer krommeii Linie. 
Eb wird eine allgemeine Formel ge- 
sacht, nach walcbOT man das Volumen 
des Körpers berechnen kann, welcher 
durch eine ganze Umdrehung der bei 
Po, P rechtwinkligen Figur MoPoPM 
um FgF als Achse beschrieben wird. 
Es lei APo = a:o, AP=«. 

Auflösung. Um zueret Aa& Diffe- 
rential des Volumens V zu finden, lassen wir AB^x um 
PQ=A^ wschsen, alsdann wächst das Volumen um das 
cylinderfSrmige Stück MG =■ A V und es isl^ indem wir durch 
y+8 eine mittlere Ordinate zwischen MP=y and NQ^y+ Ay 
bezeichnen, 

AV=(jf + e)*?c.Aar, 

Lassen vir nun, um auf die Derivirte zu kommen, A« 
bis KU Null abnehmen, so Terschwindet ^räehiieitig auch g 
und wir haben 



dx 
d'V=-rcy^dx=7t{f{a:)Yc 

Y=^ß»dx = nßf(. 



=)]*<&. 



* Nach der InfiniteBimalmetiiod« igt für ein unendlich 
kleines PQ— ii£i; der Bogen MM gerade und das unendlich 
kleine Stack iiOt de« Körpars ein abgekürzter Kogel, deBBea 

Inhalt =^~y-i-!/(y+dy)-hiy + dyy] oder weil in ^^ 
(3^*+3ydy+dy*), hydy+dy^ gegen 3y* wegfallen mÜBBen, 
das geiuchte allgemeine Diäereatial 

dSl=-!ty*dx~7t.{f{x)y.diD. 



Anfgabs 1. Doe Paraboloid zu berechnen, welches ent- 
steht, indem sich ein Parahelbogen, AM, um die Achse AP=ar 
dreht. Die Gleichung sei 

AoflSsimg. Nach dem Vorhergehenden ist 

\i=7cjpje.dx = jpx'^^.y^7t. ' 



Das Paraboloid ist also jost halb so gross, als ein Cylinder, 
dessen Hohe AP=j: und dessen Radius MP=^ ist 

253. 
Aa^iab« S. Eine Ellipse dreht sich um ihre grosse Achse, 
man soll das dadurch beschriebene längliche Ellipsoid berechnen 

Anflfisung. Man hat hier 

V=~ ^/ (a»— arä)rfar=4a6%. 

Will man das abgeplattete ElÜpsoid haben, welches durch 
Bototion um die kleine Achse 



a> 7 



Aufgabe 4. Den Körper 
drehung der Cycloide um ihre 
gen sind (§ 156): 
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3!=re—rän&, 
y=r(l_cot©). 
Hier iit dx-^r^t — cx>s6)(20, mithin 

V=f»jr/(— ico83©+JcoB2©~Yoo884-V>'ö. 

V=Hfi(— -^BinSe + iflina©— yainÖ + l©). 
Soll das Integral von @=0 anheben, so iat keine Con- 
atante eFforderlich, soll es dann bis S^iTt genommen werden, 
BO hat man für den ganzen Körper (Amkg. g X32) 
V=5r>fr<. 

266. 
Aufgabe 5. Den Körper zn berechnen, der durch Um- 
drehung der logarithmiscben Linie entsteht: 
!f=a.ki. 
Atiflömmg. Man hat hier 



V = a*: 



tUlxydx und (§ 202), 



Nimmt man x=\, so ist das Volumen des besofariebenen 
Körpers, obgleich von unendlicher Ausdehnung, doch nur =1a*n. 

256. 

* Um BchliflSBlich noch eine allgemeine Formel anzugeben, 
nach welcher man auch solche Körper berechnen kann, welche 
nicht durch Kotaüon entstanden sind, fUr deren Ober&tlcho 
aber eine 01eichung 

gf^ben iat, und wo x, y abeolat, 

z aber die abhängig Terftnderliche 

CbÖBse ist, überlege manFoIgendes: 

Es Bei ÄPo^ü^ nnd durch Pg 

parallel mit der Ebene der yz eine 

Ebene gelegt, so Ifiest sich der 

I FUtcbenixihalt des Durchschnitts 

AfoNoFo finden. Setzt man nämlich 

"~ " in der Gleiohvmg für die OberflJlohe 

des Körpers 
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z=F(^o,y) (0 

in welcher nun ^o konstant bleibt^ fUr ^ alle möglichen Werthe^ 
welche die Gleichung (l) zu nehmen gestattet, so ist diese 
Gleichung nichts anderes als die Gleichung der krummen Linie 
MoNq, in welcher die mit yA^ parallele Ebene die Oberfläche 
des fraglichen Körpers schneidet. Po^o ist hier gleichsam die 
Abscässenachse. 

Setzt man in (l)y=0; so erhält man die Ordinate z=^ 
F(a?o, 0)=MoPo; sötzt man y=PoQ; so wird die Ordinate 
z=F(a;Q, PoQ)=SQ ^ s. w. Der Inhalt dieser Durchschnitts- 

fläche ist also «b / F(^o; y)^!/ ^uid wo das Litegral innerhalb- 



der Grenzen und y oder auch von yo=PoQ bis y=PoQi 
genommen werden kann. 

Für diese äusserste Grenze von y können nun aber zwei 
Fälle Statt finden. Sie kann nämlich erstens durch die Natur 
der Gleichung (1) bestimmt, d. h. eine Function von dem je- 
desmaligen oi sein, oder 'man kann zweitens eine beliebige 
Function, y=^g>{a) annehmen. 

Ist mm AP=;r und denkt man sich das Intervall x — a^ in 

— X ' S/n 

n gleiche Theile getheilt, setzt = Aa, so sind die von a?<> 

bis X auf einander folgenden Durchschnittsflächen offenbar 
y r iL 

wo aber, wie gesagt, die Grenzen dieser Integrale keineswegs 
dieselben sind. i 

Die Summe aller zwischen diesen Durchschnittsflächen liegen- 
den Stücke des Körpers von ^o bis x^ welche man als Prismata 
von der Höhe A^ betrachten kann, ist näherungsweise 

j p(a?o,y)dy+m^o+A^,y)%+ ^ .+/f(«o+(«— l)AÄ,y)dylA^ 

Denkt man Ax unendlich klein = e2a?, so ist das Volumen 
des Körpers von x^ bis x ganz genau 






«0 Vo 

oder, wie man zu schreiben pflegt, 



1 
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V = r Jf{x, y)dxdy ^fdm . /f(«, y)dy. 

«0 yo *o yo 

257. 

* Man integrirt also erst in Bezug auf y innerhalb der 
bestiminten Grenzen ^ indem main a als constant betrachtet. 
Molüplicirt man das gefundene Integral ndt da, und integrirt 
auf's Neue in Bezug auf of innerhalb der bestimmten Grenzen^ 
so hat man das bestimmte Doppelintegral.*) 

Anmerkung. Kann man für jedes x^^x^, Xq + ^x^ Xq 
+ 2A/r etc. das y immer inn^halb derselben Grenzen yo; yi 
nehmen, so bildet das berechnete Volumen einen prismenartigen 
Körper, der oben von ein^r krummen, seitwärts aber von vier 
ebenen Flächen begrenzt und dessen in der Ebene der xy 
liegende Grundfläche ein Rechteck (die Projection von der 
obem krummen Fläche) ist, dessen Länge =x — ^ und dessen 
Höhe yi— ytf. 

E^ann man aber zu jedem x das y nicht innerhalb der* 
selben Grenzen nehmen, was z. B. nicht möglich ist, wenn 
auch die den Körper begrenzende Seitenfläche krumm wäre, 
weil dann auch die in der Ebene der x, y liegende Grund- 
fläche kein Bechteck, sondern ganz oder theilweise von einer 
krummen Linie begrenzt ist; alsdann sind zwar die Grössen 
Ä, y noch immer unabhängig veränderlich, jedoöh die Grenz - 
wert he der einen von denen der andern abblbgig. Dieser 
die Litegration oft sehr erschwerende Umstand muss bei der 
Bestimmung des Doppelintegrals wohl beachtet werden, wie 
schon folgendes Beispiel zeigt. 

258. 

* Beispiel. Es sei die Gleichung für die Oberfläche des 
Körpers 

2: = yr*-^^5l y2 ^1^ 

80 hat man hier 

V=/ jzdxdy^jdx, jyr^—x^—y^.dy. 



*) Wenn F(fl;, y) für beide Grenzen stetig ist und kein Zeichen- 
wechsel Statt findet, so kann man offenbar auch die Integrationsordnang 
umkehren, d. h. erst in Bezug auf x und dann in Bezug auf 3^ integren. 
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Sieht man nun erst x als constant an und setzt Kürze 
halber r^—x^=Q\ so ist (§ 226) 

V=r<te|i3/y^^^^+4e»arcsin|-l 

Man sieht aus der gegebenen Gleichung (l), da ss fllr y 
kein i grösserer Werth gesetzt werden darf als Q^=s^r^ — ^*, 
weil sonst z imaginär würde. Ist also AP=:^, so kann man 
das erstere Integral nur nehmen von .y=0 bis y=ß=i/r* — x^ 
=PN und hat dann die Fläche des mit der Ebene der yz 
parallelen Schnittes MNP. 

Für 3/ = verschwindet das Int^ral und für y^^ hat 
man die Fläche dös Durchschnitts =|ß*.— , mithin ist, fär 
d seinen Werth zurückgesetzt^ 

Y=\7t\r^x —Y 

Lässt man dieses Integral von ^=0 anheben und nimmt 
es bis x^^Ty und weiter kann es v^ich wegen Gleichung (1) 
nicht erstrecken, so ist 

Wir haben von dem ganzen Körper, dessen Oberfläche 
durch die Gleichung (1) gegeben, nur den Theil gefunden, 
welcher in dem einen der acht dreiflächigen Coordinatenwinkel 
liegt. Aus dem doppelten Vorzeichen der Ausdrücke für z 
imd q ersieht man aber leicht, dass die Theile des^örpers in 
den übrigen sieben Winkeln dieselbe Grösse haben. Es ist 
daher mit Rücksicht auf die negativen Coordinaten 

Y=ir^7t. 

Man hätte auch, um gleich die obere Hälfte des Körpers 
zu finden, erst von ys= — q bis y = ^q imd dann von xc= — r 
bis x= + r integriren können. In Zeichen 



y=fdx. li{r^—x^)—yKdy. 



LftbBen, InfiniteBimal-Bechniing, 17 
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* Auflebe. Es ist die Gleichung eines Paraboloids (Höh. 
Geometrie § 136) 

p 

gegeben und in der Ebene der a^ aus dem Anfangspunct A. 
mit einem Badius, ß, ein Kreis beschrieben. In der Peripherie 
denke man sich eine auf der Ebene der xt/ senkrechte Cylinder-^ 
fläche errichtet und bis an die Fläche des Paraboloids gehend : 
man sucht das Volumen, welches von beiden Flächen und von: 
der Basis (Kreis) eingeschlossen wird. 



AufLÖBung. Man hat hier 



X 



Für yss»0 wird das erste Integral Null und für y^sst^Q^ — x^ ist 



9 



Setzt man x=Q&m(p, mithin dx=QCOBq),dq) und die 
entsprechenden neuen Grenzen <p=sO und qi:=i\nj so ist, mit 
Rücksicht auf die Bemerkung § 232 







ITC 

os*qpdqp=ß*.— , 



7t 
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mithin y=-— ^%, oder für alle vier Quadranten 

Anmerkung. Die auf der Ebene der xy nach dem darin 
um A als Leitlinie beschriebenen Kreise gekrümmte senkrechte 
Cylinderfläche des fraglichen Körpers schneidet hier die andere 
Seitenfläche; welche zugleich auch Seitenfläche des Paraboloids 
ist, in einem gleichen und parallelen Kreise (was bei einer 
andern Leitlinie (EUipse, Parabel etc.) oder andern Oberfläche 
nicht der Fall wäre). Da nun, wegen der vorgeschriebenen 
Leitlinie, immer ^^-)-^^=^> sein muss, so ist die Höhe unserer 

Cylinderfläche 0= — ^^—^s^^- mithin das Volumen dieses 

p p 

Cylinders=— .D%. Zieht man hiervon den oben geftindenen, 

P 
das Paraboloid umgebenden Körper ab, so findet man hier 

auf anderem Wege wieder das Volumen des Paraboloids 
= — g*^, nämlich halb so gross als der Cylinder« 

260. 

* Aufgabe. Das Volumen des Ellipsoids mit drei Achsen 
zu finden. Die Gleichung ist (]iöh. Geometrie § 138): 

Auflösung. Man hat hier, wenn man 1/ 1 ^"^9 setzt, 



ic/do?./ |/( 



Setzt man ^ == ^ sin 9), mithin d}/^=sibQCoaq).cUp, so ist (§ 226, 2) 



Jv. 



tn 



•T 



a 





Y=^abe7t. 



17 
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* Die Infimtesimalmethode betrachtet die Körper als Summe 
unendlich kleiner Prismen (Elemente), deren Grundfläche Recht- 
ecke = d!Ä?.dy, deren Höhe = <i2r, deren Inhalt also =da,di/.dz. 
Das Volumen des Körpers ist dann ausgedrückt durch das 
dreifache Integral 



■///■ 



dandifdz, 



welches nun aadeutet, dass die unendlich kleinen Parallelepi- 
peden nach den drei Richtungen der Coordinatenachsen summirt 
werden müssen. Int^rirt man erst in Bezug auf z, so ist 



=// 



zdxdyy 



und hier bedeutet nun zdxd^ eine aus Parallelepipeden be- 
stehende Säule, deren Grundfläche das unendlich kleine Recht- 
eck dx,dy und dessen Höhe z ist, Ist die Grenze von z eine 
Function von x^ y [z=Y{x,y)\, so muss diese jetzt statt z 
substituirt werden, alsdann ist 

y)dxdy. 



Y=f J¥{x,^, 



«0 yo 
Integrirt man jetzt in Bezug auf y von y^^y^ bis y=yi, 
so erhält man als Summe solcher Säulen eine Schichte, deren 
Breite =yi — yo» deren Dicke ==<Äf und die mit der Ebene 
des yz parallel läuft. Integrirt man drittens in Bezug auf x, 
BO erhält man alle Schichten von ^=a:,) bis a;=a,. 

2ea 

* Das Differential fiir das Volumen eines Körpers wird 
manchmal auch in Polar coordinaten ausgedrückt, indem es 
hier sowohl, als bei der Summirung der Flächenelemente 
gleichgültig ist, welche Form diese Elemente haben. Die hier 
verlangte allgemeine Formel findet man am leichtesten direct 
Es sei nämKch AM=r der vom Pol A bis zu einem Punct, 
M, des Körpers gehende Radius vector, qp der Winkel, den 
^r mit der Ebene der xy macht und xfj der Winkel, den seine 
Projection AQ mit der Achse Aw bildet ; denkt man sich von 
M ein Perpendikel MR auf die Achse AZ gefällt, so ist ME 
=AQ==7*cosqp. Denkt man mit RM aus R den unendlich 
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kleinen Bogen Mm parallel mit der Ebene des xy beschrieben, 
so ist Mm=rcos9)(2i//. Beschreibt man ferner mit AMesr 
aus A und in der auf ocy senkrechten Ebene MAQ den un- 
endlich kleinen Bogen Mn^ so ist Mn=r.^. Denkt man 
sich aus diesen Elementen die rechteckförmige Fläche MNnm 
construirt (deren Inhalt =r^co&(pdq>dip) und diese wiederum 
als Grundfläche eines Prismas von der unendlich kleinen 
Höhe =dr, so hat man das Differential des Körpers dV 
=r^coBg).dq>,dip.dr (welches also ein Stück von einer Kugel- 
schale ist), und für das gesuchte Yoluaien 



=///-' 



cos q>d(pd\pdr. 



Man integrirt nun erst in Bezug auf r; ist dann r eine 
Function von <p und xp, so miiss man diese Function statt r 
setzen und dann in Bezug auf xp und (p integriren^ was in 
der Regel immer auf grosse Weitläufigkeiten führt. Wollte 
man z. B. nach obiger Formel das Volumen einer Kugel be- 
rechneu; deren Radius =a ist; so hat man 

a 

V= / / cos q>dq>dq> Ir^dr, 





V = -—/ cosy^ii/;. / rfi/;. 



Das erste Integral giebt uns die Summe aller, in der Rich- 
tung des Radius, vom Mittelpunct bis zur Oberfläche, auf ein- 
ander folgenden Differentiale (Elemente); welche zusammen 
einen pyramidenartigen Körper bilden, deren Höhe =a und 
deren Grundfläche ^=acoQq)dq).adip, Es ist nämlich 



V=/ l—.a^'QQBq>dq>,dxp. 



Integriren wir jetzt in Bezug auf xp^ und zwar von xp=0 bis 
tp z=: ^7tf SO erhalten wir einen Körper^ dessen Basis eine Zone 
von der Breite acoaq>dq> ist, nämlich 



V = / — , a — . a cos qpdqp , 



und integriren wir jetzt von (p = bis q>=i7ty so erhalten 
wir den achten Theil der Kugel; nämlich 



Achtzehntes Buch. 



Complanation der ReyolntionskSrper. 



263. 

Aufgabe. Es sei allgemein 

die Gleichung einer krummen Linie^ welche sich um die Achse 
Ax ganz herum dreht (s. Figur § 251). Es wird eine allge- 
meine Formel gesucht, nach welcher man die Fläche z be- 
rechnen kann, welche ein Bogen, MoM, beschreibt, dessen 
Endpunctsabscissen APo=^o* AP=^ gegeben sind. 

Auflösung. Um das Differential der Fläche zu finden, 
lassen wir die Abscisse AP=Är um PQ=A.i7 fliessen, dann 

ist die Sehne MN=yÄ^M^A3^=|/l + ^^ . A^ und die 
Fläche des abgekürzten Kegels, welche diese Sehne beschreibt, 

mithin, weil 

Ay=Ax)Aa:-\'f{x) . ^+, . .=[/(^)+/'(4;) • ^ +• ] Aa>^Ax, 

^ das Wachsthum der Fläche z näherungsweise 
*) Wir setzen ±Ay, je nachdem NQ<MP. 
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Xiässt man nun; um auf die Derivirte und dadurch auf das 
Differential zu kommen^ A^ bis zu Null convergireu; so fallen 
Sehne und Bogen zusammen und man hat 



%-^^V'+%. 



(&=2y7r.|/l + ^.dr, 



X 



rtjf(ai).y 



27tlnx).\/l + ^.d^- 



* Anmerkung. Nach der Infinitesimalmetbode gelangt 
anan viel schneller zum Differential. In dem characteristischen 
Dreieck ist die mit dem Bogen zusammenfallende Sehne 

ds = yda^ + di/^ = ^ 1 -f- -^ . da?, mithin die beschriebene Kegel- 

^che = (2^ + dy)7C , ds = lynds +dt/ .da .7t^ oder weil eine 
unendlich kleine Q-rösse zweiter Ordnung, dy.ds, gegen die 
-erster Ordnung verschwindet, ganz einfach 

dz = 2y7t.ds = 27t/(aj).y i+-^,dx, 
;8j= 2ftjyds = 2^//(aj) . [/ 1 + ^ . Ar. 

264. 

AufBabo. Ein Parabelbogen, AM, dreht sich um die 
Achse A^; man soll die krumme Oberfläche des beschriebenen 
Paraboloids finden. 

Auflöfluoig. Aus der Gleichung der Parabel y^^-^pa folgt 

z=7t^jf>U\x-\'p)^dxy 
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Soll das Integral im Scheitel anheben^ also für «:=0 auch 
zi=0 sein, so hat man 

0=K— p«4-c, mithin 

D 

265 a. 

Aufgabe. Die Oberfläche zu finden^ welche eine Ellipse 
beschreibt, indem sie sich um ihre grosse Achse dreht. 

Auflöflang. Aus der Gleichung der Ellipse 

folgt zunächst 

f d»* «Vo«— «» ' 



= ^^/Va* — (a» — 6>« . <ir , 



* — e^x^*dxy 



= ^.ejy^-xKdx. 



o* 



Setzt man nun -y = o*, so ist (§ 226, 2) 



«« 



-=^(i-V«»-*«-l-i««arcsm-^)+c, 

Soll die Fläche für ;r=0 anheben, so ist keine Constante 
nöthig. Für x=sa hat man die halbe Oberfläche des Ellip- 
soids. Die ganze ist mithin 

2=2o*7rH — _ .arcsm . 



Wird b^a, to findet mau (g 80), dass 



und folglich z=ia'it iet 

Amaerkung. Botirt die Ellipse statt um ihre grosse, um . 
ihre kleine Achse, tmd solche kommen in der Praxis eigentlich 






Soll das Integra] flir ^^0 
staute nöthig. Nimmt man das 
and verdoppelt es, so hat man ü 
abgeplatteten Ellipsoids 



Va*- b* \ b }• 

rth di< 
emerk' 



Um den Werth dieies Int^rals fiir den Fall zu finden, 
wo b=^a wird, bemerke man, dass (§ 80) fUr b = a der Brucb 



nnd folglich s=4a'ft ist. 



Aufgabe.' Die Fläche zu finden, welche die um ihre Achse 
AA rotirende Cycloide beschreibt. 



AuflÖBimg. Aus den beiden Gleichncgen (g 156) 
x=r& — rsin©, 

;t rf«=2rain|0d0, also ist 

z = 2nL<i»=l6r*alaia*^G.d& und (§ 210) 



* Um BcbliesBÜch noch eine allgemeine Formel zu finden, 
nach welcher man auch die Oberflächen Bolcher Körper be- 
rechnen kann, die nicht durch Botation entstanden, für deren 
Oberfläche aber eine Gleichung 

gegeben ist, laase man A'P==ic um 
PP' = A.'B und Pm^y um mn = Ay 
wachsen, und bilde daB Rechteck 
mm'n'n, dessen Seiten /\a;, Ay sind. 
Legt man durch die Seiten dieses 
Rechtecks Ebenen, wovon zwei mit 
der Ebene yAa, und zwei mit der 
Ebene xAz parallel sind, so fassen 
diese vier, auf yAx senkrechten Ebenen von der fraglichen 
Oberfläche ein krummlinigt begrenztes Stttck, MM'N'N, zwi- 
schen sich, dessen Projection auf der Ebene der ay offenbar 
das Rechteck mm'n'n ist. 

Lässt man nun Ax, Ay bis zu Differentialen couTergiren, 
so verwandelt sich das erwähnte Flächenstück MM'N'N in ein 
geradlinigt begrenztes, welches man als Tangentialebene des 
Functes M(£, >/, z) und als das Differential dz der gesuchten 
Fläche betrachten kann. 

Heisst nun TT der Winkel, den diese Tangentialebene mit 
der Frojectionsebene yAx macht, so ist (Höh. Geom. § 107) 
dz . cos \}^da!.dy 

und da nun (§ 183)cosU= — -r -- ■ - - ■■ , so hat man 

)/'+(S)'+(|)' 
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^=^.»K. +(g)+(|y, 

und wo nun das fast immer auf grosse Weitläufigkeiten füh- 
rende Doppelintegral innerhalb der Grenzen genommen werden 
musS; welche die Harizontalprojection der gesuchten Fläche in 
sich fasst. 

267. 

* Aufgabe. Man suche nach yorstehender Formel die 
Oberfläche der Eugel^ deren Gleichung 

AujBLöflung. Man hat hier zuerst f^j = , l—jsss ^ 

und alsol/l + l^-) +(j-) = — ==- ^- -^ =} «lithin, 

^ KdxJ ^ \dyj z yflii2 _ ^a _ y2 ' ' 

wenn r^ — a?*«=5sp* gesetzt wird, 

Z' 



Nun ist aber 







^ asarcsin— , also / , ^ — =i 

r 





Für alle acht Quadranten ist also 

;2;s8 4f*3fr. 



Neunzehntes Buch. 



NShernngsweise Integratieien imerhalb 

bestimmter Grenzen. 



268. 

Streng genommen kann man nur die Differentiale von der 
Fonn a^dx (wo m nicht «» — i ist) ala integrabel betrachten^ 
denn alle übrigen Formen^ welche immer auf transcendente 

— /T/W OtSi 

Functionen fuhren, wie 7— — , , ; — etc., sind nur deshalb 

als integrirbar anzusehen, weil man ihre Integrale liV-^-x^ 
arc sin x etc. für beliebige Werthe von x aus vollständig be- 
rechneten logarithmisch - trigonometrischen Tafeln entnehmen 
kann. 

Sehr häufig konmien nun aber Fälle vor, wo man das 
Integral eines Differentials^ selbst unter Zuziehung der er- 
wähnten transcendenten Functionen^ doch nicht in geschlossener 
Form erhalten kann, weil man entweder nicht die anzuwen- 
dende Methode kennt, welche zu dem fra^chen Integral fuhrt^ 
oder auch, weil in der Wirklichkeit gar keine Function existirt, 
welche differentiirt das zu integrirende Differential wiedeTgiebt 
In diesen Fällen muss man sich dann mit einer Annäherung 
begnügen und hierzu giebt es verschiedene Mittel; wie folgende 
§§ zeigen. 

269. 

Integration durch unendliche Beihen. Man suche das 
zu integrirende Differential f{x)dx, d. h. den Factor f{x) in 
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eine solche unendliche ßeihe zu verwandeln; welche für die- 
jenigen Grenzen; fiir welche das Integral bestinmit werden soll; 
gut convergirt; und iQtegrire jedes einzelne Q-lied. Als Beispiel 
nehmen wir die ßectification der Ellipse. Aus a*y* + 6^aj* 

«sra'6* folgt; a* — 6*=«a*c* gesetzt; wo e= — ist (Höh. Q-eom. 

§ 37); wenn das Integral von ^=0 anheben soll (§ 243) 



X 

af — .da. 



s 



In geschlossener Form lässt sich dies Integral nicht dar- 
stellen. Wollte man deshalb beide Wurzelgrössen 

ya2_€«^2=a(l_f!^t^ und(a«— a?»)""*^a-i(l— ^)"'^ 

in unendliche Reihen rerwanddu; so würden beide Reihen (weil 
der zweite Theil des Binoms ein echter Bruch ist); sowie auch 
ihr Prodttct convergent werden und die Integration eines jeden 
Gliedes möglich sein. Durch die Einftihrung einer neuen ver- 
änderlichen Grösse gelangt man aber kürzer zum Ziel. 

Setzt man nämlich ^=aco8 0, mithin c/a? = — asin0d©, 
so hat man 

/t/^2 ß^jj» r 

-^=-==:.dr=— a/yi— c^cos^ö.ri©*); 
Va* — a^ J 

\7t 



4^ 

«=a/(l~fi2cos2®)i.d0**). 



Weil nun «; also auch 6 cos©, ein echter Bruch ist; so kann 
man die Wurzelgrösse in eine convergente Reihe auflösen und 
hat dann (Anal. § 71) 



•) Aus reaaacoad folgt dawäre cos — und für aj==0 ist 0=i7r, 
^ a " 

d. h. die den alten Grenzen und x entsprechenden neuen Grenzen 

X 

sind 0=»47r und ds^arccos — . 
^ a 

**) Man darf immer die Grenzen umkehren, wenn man zugleich das 

Vorzeichen umkehrt. Denn wären für die untere und obere Grenze die 

Werthe des ersten Integrals m und n, mithin «<» — a(r» — m), so wäre 

das zweite Integral ^^aim — n), also ganz dasselbe. 
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i^ 



«= a m — i««ooB«© — i4«*co8*0— i44««C0B«© 



2.4 



2.4.6 



•••) 



d9. 



Die einzelnen Glieder lassen sich am leichtesten integriren, 
wenn man die Potenzen der cosinns durch Vielfache des Bogens 
ausdrückt. Es ist nämlich (AnaL § 97) 

cos>0==4 (COS20+1) 

cos*0=| (cos 40+ 4 COS 2©+ 3) 

cos«0=-5V(cos60+6co840+15cos20+lO) 



Werden diese Werthe substituirt, so hat man 

1— i«8.|(cos20+l) 



(1— ««cos«0)i=^ 



— ^«*.i(cos40+4cos204-3) 
113 

;r-^--^«®.TjS?(CO«Ö8+6C084e4-16COB 20+10) 

2.4.0 



Es ist mithin 



8 



\7t 

= afdQ, 



11 1 9 ^ 

— (i«'+:Ar«*+T^T\ + ..-.)co820 

— (A«* + Ylif«'+ )cos40 

— {Th^'+ ...)cos60 



8 = a.i 



[-(«■••-G")'^G!S)■•^ ]- 

— ae* + T^«*+T*li«*+ ).sin20 

— Giir8* + TT/W«'+ ).sm40 

— (TnfVie*+ ).Bin60 



Soll das Integral von ^=u {Q=\jt) anheben, so müsste 
eine Constante C=— i—{:^ys>—(^\^— ]f Wn- 
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zugefügt werden. Lässt man aber das Integra Ivon = (i2?=a) 
anheben^ so ist keine Constante nöthig. Setzt man dann für 
© einen beliebigen Werth, (a?=acos@), so hat man da» 
Integral von 0=0 bis 0=0 {x=a bis a?=acos0) durch 
eine gut convergirende Reihe^ wobei jedoch zu beachten; das& 
die Länge des erhaltenen Bogens nicht vom Scheitel der kleinen 
AchsC; sondern von dem der grossen an gerechnet wird. Wir 
erhalten demnach die Länge des elliptischen Bogens ^ dessen 
Endpunctsabscissen a:=a und a?=:a.cos©. 

Will man einen ganzen Quadranten haben ; so muss man 
0= i^r setzen, und dann ist 



8 



„l|._«,.._(-)'4_(!||;.-_ ;}. 



270. 

Die Integration durch eine unendliche Beihc; wenn über- 
haupt möglich; fuhrt in d^ Regel auf grosse Weitläufigkeiten^, 
indem fast immer erst Substitutionen oder Umformungen vor- 
genommen werden müssen, um eine convergente Reihe zu er- 
halten, dann auch die Reihe nicht rasch genug convergirt. Kann 

man aber in dem zu suchenden bestimmten Integral / f{ai)dx 



*i/y(«; 



Xq 

den Werth von Jix) iur^ jeden Werth von a?=Äo ^^^ a?=a? in 
Zahlen berechnen, so giebt es noch andere Methoden, nach 
welchen man dann das Integral näherungsweise findet. Von 
diesen Methoden, die sogenannte numerische oder mechanische 
Integration (Quadratur), die besonders häufig in der höheren 
Mechanik bei Berechnung der Störungen der Planeten- und 
Gometen-Bahnen angewandt werden, wollen wir in nachstehen- 
den §§ drei mittheilen. 

271. 

1. Methode. Theilt man das Intervall x=Xqj innerhalb- 
dessen das Integral ff{x)dx genommen werden soll, in n gleiche 

Theile und setzt Kürze halber ^ ^^ ««A, so ist zufolge § 222,. 

n 

für ein kleines h näherungsweise 
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X 



f{x)dx=h X«o) +/(^o + A)+X*o+2Ä) + . . . +A«o + (n— 1)A) 



«0 

Beide Reihen^ von welchen die eine zu viel, die andere 
zu wenig giebt,"*") kommen dem gesuchten wahren Integral 
desto näher, je grösser n oder je kleiner h ist. Der Unter- 
schied beider ist [f{x) — /(^o)]-^« 

Nehmen wir von der Summe beider Reihen das Mittel, 
so ist näherungsweise 

ff{x)dx = A[iX^o) +/(^o + Ä) +f{x^+ 2Ä) + . . . . + \A^) 



«0 



Um die Genauigkeit dieser Formel an einem bekannten 

2 

C ^ r 

Fall zu prüfen, wollen wir darnach das Integral it^ttT *^®" 

1 
rechnen, welches uns in geschlossener Form bekannt ist und 

aus den gewöhnlichen Tafeln bis auf sieben Decimalen genau 

/da 
— -j — r^=arctfi:^, 
1+0?* o 

mithin 

2 

/do! 
— — ,=arc(tg=2)-arc(tg=l)=arc(tg=4). Trig. § 100,43.) 

1 

Schlägt man den Winkel cp auf, dessen tg = ^ ist, so findet 

man 9= 18^26'5'',8. Die Länge des hiezu gehörigen, mit dem 

Radius =1 beschriebenen Bogens ist =7r.-^ = 0,32175053. 

loO 



Es ist mithin 
2 

dx 

^ = arc(tg=|) = 0,32175053.. 



2 



1 



♦) Wäre f{x) innerhalb des Intervalls x — a?o bald wachsend, bald 
abnehmend, so könnte die eine Reihe das Integral zufällig ganz ge- 
nau geben. 



2 
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Unsere Formel (worin /(/c) = 7-^—5, «(,= 1, x=2) giebt 

uns, indem wir das Intervall in n = 4 Theile theilen, also 

2—1 ' 
Ä = — - — =4- setzen, 
4 

2 






'0,31967 



L^- 1 + 1-^1 + (11)2^ l+(l2)2-rj_|_(j3)2^F- 1^2«. 
1 ' 

also, wie die Vergleichung zeigt, nur bis auf eine Decimale 

1 

stets abnehmend ist, so giebt die Formel für ein grösseres n 
auch ein genaueres Resultat. 



genau. Weil aber /(^) = 7x^ ^^ dem angegebenen Intervall 



272. 

2. Methode. Nach dem Taylor 'sehen Lehrsatz (§ 46) 
ist immer (wenn J{a) und ihre Derivirten als continuirlich vor- 
ausgesetzt werden, und dort statt der veränderlichen Grösse x 
die Constante Xq, und a — Xq statt Ax gesetzt wird), weil 

/(^)=/(.ro) + Gr-^o)./(^o) + -^-7;^^^ . . .(0 

wo das Intervall a — Xq so klein sein muss, dass die Reihe, 
wenn nicht endlich, convergent wird. 

Multiplicirt man beiderseits mit da und integrirt von Xq 
bis Xy so hat man*) 



*) E« ist 



//(^o)^=/(^o)-^ + ^; mithin 



X 



f{xQ)dx=f(xo),x—f{xo).XQ=:{x — XQ).f(xo). 



Xq 

Ebenso ist 



/ 



f{xo).{^ — ^o)d«=f\xo).- 2"^^' mithin 



X 

i2 



ffU) 



— iü. -»^ = /Y^ V ^ — £»-1^ 



> — aTo)cu» =/'('«o) • ^2 

Lflbsen, Infinitesimal-Reclmang. 5. Aufl. 18 



274 



P 



X.} 



X^)d^=(^-^o)/'(*o)f^^l^./(^o)-H^-j-2^./''(^)+...(»)- 



Setzen wir Kürze halber das Intervall «r — XQ^=h, so ist*) 



l f{x)dx^ 



/(^)d^= A|/(^o) + 1^ fM + -^ ./'K) + 



(3). 



«0 



Um in speciellen Fällen, wo nämlich /(a) gegeben ist, die 
DifFerentialquotienten /'{x), f'{x) etc. nicht entwickeln zu 
brauchen, nehmen wir an, der Werth der eingeklammerten 
Keihe lasse sich kürzer und mit hinreichender Genauigkeit 
durch die Summe der drei Functionen /'(^o); /"(^o +iÄ),/(Ä?o-|-Ä), 
welche jede aber noch mit einem erst zu bestinmienden Coef- 
ficienten, c, c', c'% multiplicirt ist, darstellen.**) Es sei nämlich 

oder, indem wir linker Hand /(^o + i^) und /(xQ + h) nach 
dem Taylor 'sehen Lehrsatz entwickeln. 






h Zi* 



Damit nun die bedeutendsten Glieder der linken Seite 
mit so vielen Gliedern der rechten als möglich übereinstimmen, 



*) Wäre z. B. f(a;) = x% also f(x) = 3x^, f"{x)==6x, f*\x) 
= 6, 80 ist 



/ 



X' 



x^dx = -- + c, mithin für Xq=^^ und Ä = 2 , 



/ 

3 

3+2 



54 34 

x^dx = — ^--=136, aber auch 

4 4 



/ 

8 



x^dx-=2 



2 2* 2^ 



= 136. 



**) Nimmt man mehr als drei Functionen (am besten eine ungerade 
Anzahl), so wird die Näherungsformel genauer, aber auch weitläufiger. 
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Jbat man zur Bestimmung der fraglichen constanten Factoren 
^, c', c" die Bedingungsgleichungen 



c + c'+c''=l 



T + ^" 

8 ^ 2 



= f 



' c" 



> hieraus 



] 
¥ 



^1 



1 



Unsere Annäherungsformel wäre also 



Xq 



12 

/* (i^ 1 

2 hat man/(a?) = --— ^, ^^=1^ A=l, 



mithin 



2 



/* da? 



+ 



+ 



1 



Li+i^i + (H)2 1+22J 



= 0,32179. . ., 



aIso bis auf vier Decimalen genau.*) 

Anmerkung. Man kann diese Näherungsformel statt der 
Simpson' sehen benutzen, so wie auch, um den Cubikinhalt 
solcher Körper zu bestimmen, die durch Umdrehung einer un- 
bekannten, jedoch nur einförmig und wenig gekrümmten Linie 
um eine Achse entstanden. Sei z. B. die halbe Xänge eines 
Passes =Ä, der Durchmesser des Bodens ==a, der des Spun- 
des = c und der mittlere =6, durch unmittelbare Messung 
gefunden. Wäre die Gleichung der Erzeugungslinie bekannt, 
yz=zf(x\ SO wäre nach § 251 der Inhalt des ganzen Fasses 

N = 27tl(Jxy,doc, Da. nun hier /(^^,) = |a, y(^o + |Ä) = i*; 



y('^o + ^)=iö; so ist näherungsweise , auch 

V = ^(a2+462+ö2). 

Diese Formel ist von jeder Hypothese über die Art der 



*) Ist das Intervall zu gross, so kann man es in kleinere theilen 
und dieselbe Näherungsformel wiederholt anwenden. 

18* 



276 

krummen Linie unabhängig und deshalb der Lambert 'sehen 
Formel vorzuziehen. 

273. 

3. Methode. Noch genauere Näherungsformeln hat Gauss 
angegeben. Eine davon, welche wir mittheilen wollen, lässt 
sich folgendermaassen ableiten. Setzen wir in 

f(a)dx 

die untere Grenze XQ = b — |A, so wird die obere = 6 + i^, daher 

f{x)dx=\ßjß)da:. 

Setzen wir noch rechter Hand ^=64-t*, mithin dai^=^duy so ist 

ff{x)dx = ff{x)dx = ff{b + u)du, 

xo ft-p -JA 

Es ist wohl klar, dass in dem letzten Integral in Bezug 
auf u die entsprechenden Grenzen — ^A und +yA sein müssen. 
Denn setzt man — |A statt u, so konmit dasselbe, als wenn 
man im mittlem Integrale b — ^h statt x setzt. 

Letzteres Integral lässt sich durch diesen Kunstgriff in 
eine Eeihe entwickeln. Es ist nämlich 

f(b+u) =y(6) +f(b) . u +f'{b) .-^'-+f"(b).^+... 

Beiderseits mit du multiplicirt und integrirt, konmit 
• p(b + u)du==C+u ./(b) + ^ ./'(6) + -^ . nh) + ... 

Nehmen wir nun dies Integral von t/= — ^h bis w = + ^Äy 
so wird die Constante C eliminirt und wir haben, da (was 
gerade beabsichtigt wurde) alle gerade Potenzen von h heraus- 
fallen und nur halb so viel Glieder bleiben, 

+iA 



/ 

"■i* 



>('-^»)-4x')+(4)'S-(4)'tS&+ 
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Nehmen wir nun an, die eingeklammerte Reihe lasse sich 
mit hinreichender Annäherung durch zwei Functionen, /(J+mÄ) 
und /{b + m/h)y welche jede aber noch mit einem Factor, A, k', 
multiplicirt ist, ausdrücken, so dass nämlich 

Werden die beiden Glieder linker Hand nach dem Taylor'- 
schen Lehrsatz entwickelt, so muss zur Erreichung unserer 
Absicht die Entwickelung nöthwendig so beschaffen sein, dass 
alle Glieder mit ungeraden Potenzen von h von selbst aus- 
fallen. Dies fordert aber offenbar, dass erstens die beiden 
Ooefficienten k, k' einander gleich sind, und zweitens, dass 
w'= — m ist. Um ferner, der einfachen Rechnung halber, 
•die Quadrate der Coefficienten m und — m zu vermeiden, da 
beide in der Entwickelung mit h zugleich in geraden Potenzen 
vorkommen, setzen wir m = -^qy dann ist 



/'(*) 



/"(*) 



7 ' 



k./ib-hyq)=k[/(b)-hyq.fib)+h^q/-f^-h>qh\^ + ... 
also 



Aus 2k=i und kq=-^ folgt k = ^ und q=YY' ^^® Nähe- 
rungsformel wäre also 

ßb + u)du:^p{a:)da: = h[if(b + y^^+ if{b - -^)\ 



■ih 



6— lÄ 



oder b — ^h=ajQ, also J = a*i+JÄ gesetzt, so geschrieben: 






f 



^0 + U + 



»0 



yi2. 
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+/ ^oH- U 



(t-vk)*])- 



Entwickeln wir die Näherungsformel mit drei Gliedern 
so kann man annehmen, es sei 
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k.f{b + hy/q) + k .fib - hyq) + *</( J) =/(6) + ^ • T^ + ' 
mithin mit Benutzung vorhergehender Entwickelung 

-/w+X"T2:r'''i6 r2:3.4.5 "^- • 

?"™w5 *=A5 *'™^t> 

M*) + A/(^ + VA) + A -X* - VA) 



2 



Zwanzigstes Buch. 



Integration der Differential -Gleicbnngen. 



I. Differentialgleiohungen erster Ordnung ersten Grades. 

275. 

Erklärung. Jede Gleichung, in welcher veränderliche 
Grössen mit ihren Differentialen oder Differentialquotienten, 
oder auch bloss Differentiale mit Constanten vermischt vor- 
kommen, heisst eine Differentialgleichung. Die primitive 
Gleichung zwischen den veränderlichen Grössen dagegen, aus 
welcher die Differentialgleichung ihren Ursprung hat und durch 
arithmetische Operationen daraus abgeleitet werden kann, wird 
die entsprechende Integralgleichung genannt. Diese pri- 
mitive oder sogenannte Integralgleichung muss also so be- 
schaffen sein, dass, wenn daraus die Werthe der abhängig 
veränderlichen Grösse und ihre Differentiale gezogen und in 
die Differentialgleichung sobstituirt werden, derselben Genüge 
geleistet wird. So ist z. E., um das Gesagte durch ein Beispiel 
zu erläutern, 



y-V 






i + ^=« (0 



eine Differentialgleichung zwischen zwei veränderlichen Grössen 
und die hiezu gehörige Integralgleichung, wenn man x als 
absolut veränderlich betrachtet, ist 

y2 + ^2 = ^2 (,) 
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Denn zieht man aus (2) die Werthe y und -~^ nämlich 

V=ya* — ar* und -f- = , und substituirt sie in (1), 

dx Va^-a:« 

dtli CL 

so wird derselben Genüge geleistet, denn, weil 1 -\--^ = —^ ^^ 

SO ist 

r2 



y^2_^2y___^^.__^. 



276. 

Auf die Frage, wie maji auf Differentialgleichungen kommt, 
können wir vorläufig nur antworten, dass dies sehr häufig der 
Fall ist bei den Anwendungen der Mathematik auf Geometrie, 
Mechanik und Physik (physico-math^matiques), wo man den 
Zusammenhang veränderlicher Grössen (Ursache und Wirkung) 
aus bekannten Eigenschaften oder Bedingungen sucht, die man 
nicht anders, als durch Differentiale und Differentialgleichungen 
ausdrücken kann. Fragt man z. B., welches ist die krumme 
Linie, deren Normale für alle Puncte dieselbe, =a ist, so würde 
man, um diese Eigenschaft der gesuchten Linie auszudrücken, 
nach § 49, als Bedingungsgleichung die Differentialgleichung 



vV 






aufstellen und hieraus die fragliche Beziehung (Integralglei- 
chung) zwischen ä? und i/ finden müssen. Fragt man, welche 
krumme Linie ist so beschaffen, dass &lt jeden ihrer Puncte 
die Subtangente gleich der doppelten Abscisse ist, so würde 
man diese Bedingung (Eigenschaft) durch die Differential- 

gleichung y-r- = 2x ausdrücken messen (§ 49). 

Bevor wir solche Art Aufgaben, deren wir im folgenden 
Buche mehrere aufstellen werden, lösen können, müssen wir erst 
die Methoden kennen lernen, um zu gegebenen Differentialglei- 
chungen die ihnen entsprechenden Integralgleichungen zu finden. 

277. 

Der Ordnung halber hat man sämmtliche Differentialglei- 
chungen in Abtheilungen gebracht. Eine Differentialgleichung 
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gehört nämlich zur Isten^ 2ten, 3ten. . . Ordnung, je nachdem 
darin das Iste, 2te, 3te. . . . Differential (dy, d^y, d^y. . . .) der 
abhängig veränderlichen Grösse vorkommt; ferner zum Isten, 
2ten, 3ten. . .. Grade, je nachdem das Differential der abhängi- 
gen Grösse, in der Isten, 2ten, Sten Potenz {dy, dy^^ dy^ ) 

darin enthalten ist. 

Wir betrachten hier zunächst diejenigen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung und ersten Grades, welche nur zwei 
veränderliche Grössen, ar, y, enthalten und sehen x als absolut 
veränderlich an. Bemerken müssen wir übrigens noch, dass 
die Integration der Differentialgteichungen fast immer mit 
grossen Schwierigkeiten verbunden ist und dass hier nur wenige 
allgemeine Methoden gefunden worden sind. 

278. 

1. Methode. Unmittelbare Integration, wenn die 
Differentialgleichung ein vollkommenes Differential ist, d. h. 
-als durch unmittelbares Differentiiren einer primitiven Function, 
P(^, y) = 0, entstanden betrachtet werden kann. 

Zufolge § 136 erhält man das Differential einer Function, 
F(a?, y) = 0, Indem man sie so differentiirt, als wenn sowohl y 
-als X absolut veränderlich wäre, nämlich : 



(; 






ßyj \dxj 

Ferner folgt aus § 164 (indem man dort z=Q setzt), dass 
es einerlei ist, ob man F(ä?, y) = erst in Bezug auf x und 
darauf wieder in Bezug auf y differentiirt, oder in umgekehrter 
Ordnung verfahrt und erst in Bezug auf y und dann auf x 
differentiirt, in Zeichen 

Dies vorausgeschickt, bemerke man, dass eine jede Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung ersten Grades sich immer 
auf die Form 

bringen lässt, wo M, N im Allgemeinen Functionen von x und 
y sind. 

Wäre nun in dieser Differentialgleichung zufallig 

\dx) \dy)' 
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wovon man sich durch wirkliche Di£Perentiation leicht überzeugen 
kann^ so könnte man die Differentialgleichung Mdy + Nc^ssO 
als ein vollkommenes Differential^ d. h. als durch unmittelbares 
Differentiiren einer Function von x, y entstandcA denken und 
dann auch diese Function (die Integralgleichung) durch un- 
mittelbares Integriren, d. h. ohne neue Kunstgriffe^ nach den 
im Vorhergehenden gezeigten Methoden finden^ indem man nur 
eins der beiden Glieder, z. B. Mdy, in Bezug auf y integrirt 
und dabei x einstweilen ab constant ansieht, dem gefundenen 
Integral jedoch (weil es noch ein Glied in x allein enthalten 
kann) noch eine unbestimmte Function von x, die wir mit q){x) 
bezeichnen wollen, hinzufügt. Was (p{x) sein muss, ergiebt 
sich dann, indem man das erhaltene Integral rückwärts wieder 
differentiirt und den Differentialcoefficient von dx mit N ver- 
gleicht oder =N setzt. 



279. 

Beispiel 1. Man suche die entsprechende Integralgleichung zu 
Zy^dy — ^xydx-\:- Sx^dx = ix^dy (i) 

Auflösung. Die Differentialgleichung (l) lässt sich erstlich 
so schreiben: 

{^y^—ix^)dy + {Sx^—Sxy)dx=:=0 (2) 

Um zu erkennen, ob diese Differentialgleichung als durch 
unmittelbares Differentüren entstanden betrachtet werden kann^ 
hat man, da hier M = 3^^ — 4a:* und N=3a?* — Sxy ist. 

Da nun (~j~~) = ( 3); ^^ ^s* ^^ Gleichung (1) ein vollkom- 
menes Differential, mithin die Integralgleichung 

/ i^y^ — 4x^)dy=y^ — ix^f/-^- q>(x)==c. 

Die Differentiation des gefmidenen Integrals giebt 
{dy^—4x^)dy + [—Sxy + g)X^)]dx=0 (3) 
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Diese Gleichung mit der Gleichung (2) verglichen, giebt 

(p{x) = x^. 

Die zu (l) oder (2) gehörige Integralgleichung ist mithin: 

y^ — ix^y-\-x^=€, 

280. 

Bei8)piel 2. Die zu integrirende DijBFerentialgleichung sei 
{1ay + bx'\-h)dy+{2ex+by'\'k)dx=(^ (i) 

Auflösung. Hier zeigt sich wieder, dass (^) = (f) 
= J, daher ist 



/' 



(2ay+i^+ h)dy = ay^-\-bxy'{'hy+ (p(x) = c. 



Dies Integral wieder differentiirt, kommt 

(2ay +bx + h) dy + [by + qp'(a;)]öte= 0. 

Dies Differential mit (l) verglichen, giebt 

g)'{x) dx = {2ex -{-k)dx, 
(p{x) = ex^']rkx. 

Die gesuchte Integralgleichung ist also 

öi^^ 4- bxy + A^ + ex^ + Aa? = c. 

281. 

Beispiel 8. Man integrire folgende Gleichung: 

xdy — ydx = (i) 

Auflösung. Hier ist i-j-) = 1 und (-r-) = — 1; die 

Gleichung (1) also kein vollkommenes Differential, daher auch 
nicht unmittelbar zu integriren. Multiplicirt man sie aber mit 

— , so erhält man 
xy' 

— .dy da?=0 (2) 

y X 
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In dieser Gleichung (2) ist nun f-j— j = f-7-j = 0, dieselbe 
-also jetzt ein' vollkommenes Differential und ihr Integral 

ly — lx = lcj 

oder, indem man von den Logarithmen auf die Zahlen übergeht^ 

i 

y=zcx, 

Anmerkung. Hier wurde ein unvollkommenes Differential 
(l) durch Beifügung eines sogenannten integrirenden Factors 

— j zu einem vollkommenen Differential gemacht. Dies hat 

nun schon frühe die Frage hervorgerufen, ob wohl auch in 
allen andern Fällen, wo eine Differentialgleichung kein voll- 
kommenes Differential ist, dieselbe vermittelst eines integriren- 
den Factors darauf gebracht werden könne, und ob sich dieser 
Factor nach einer bestimmten Regel finden lasse. Euler, der 
sich mit dieser Untersuchung sehr viel beschäftigt hat, ist zu 
keinem erwünschten Resultate gelangt. Dass eine Differential- 
gleichung ein vollkommenes Differential wäre oder durch einen 
integrirenden Factor dazu gemacht werden könne, muss als 
reiner Zufall betrachtet werden, weshalb wir uns auch nicht 
länger hiebei aufhalten wollen. 

282. 

2. Methode. Durch Separation. Kann man die ver- 
Jlnderlichen Grössen einer Differentialgleichung von einander 
sondern, so kann auch allemal die Integration der Gleichung 
nach den früheren Regeln der Integralrechnung bewirkt werden. 

So folgt z. B. aus 

xdy=yda:i 

dy dx 

y ~ x ' 

lyz=lx-\-lc^i=lcXj 
y=.cX. 

Beispiel. Aus Zxdy + ydx=^0 folgt 
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3^ + ^ = 0, 

y ^ 

3 ly ■^la: = l€, 

283. 

8. Methode. Durch Substitution. Die Separation gelingt 
immer durch Substitution einer dritten veränderlichen Grösse^ 
wenn die Differentialgleichung eine homogene ist, d. h^ 
wenn die Sunmie der Exponenten der veränderlichen Grössen 
in jedem Gliede dieselbe ist. Man habe z. B. die Gleichung 

x^dx + y^dx -\- xydy = (^ (i) 

Da hier die Summe der Exponenten in jedem Gliede = 2^ 
oder jeder Coefficient der Differentiale von gleich hohem (2ten)' 
Grade ist, so ist die Gleichung (1) homogen. Man setze nun. 

yrsr^tXj mithin dy =■ xdt + tdx, so ist 

x^dx + t*x^dx + x^tdt + xH^dx=0, 

dx+t^dx + xtdt + t^dx = 0, 

{\ + 2t^)dx + a:tdt = 0, 

dx tdt 

T"^'l + 2^~^' 

lx + il{\+2t^) = lc. 
Jetzt für t seinen Werth — zurückgesetzt, 



X 



lx + ll{x^+2y^) — ilx=lc, 
^lx + il(x^-\-2y^) = l€, 
lx + :^l{x^ + 2y^) = 2lo^ 
lx,{x^+2y^)^=lc^, 

x.Vä^+2p=cK 

284. 

Aufgabe. Man integrire folgende Gleichung; 

{x + y)dx+(y — x)dy = 0. 



^86 

Auflösung. Da diese DiflFerentialgleichung homogen ist, 
«0 setze man wieder y = tx etc., so erhält man 



dx t — l 



+ 'l-[-/2-^*=^ 



dx tdt dt 



X ' 1 + t^ \+t^' 
lc + lx-\-^l(l'{'t^) = aLrctgt, 

/cH-Z^ + /l + ^j = arctg — , 
Ic .(x^ -\- i/^)i = Sivcig^ , 



X 



cy-t'2 + y2 = ^arctg|-. 

285. 

Auch in Fällen, wo die Differentialgleichung nicht homogen 
ist, gelingt die Integration oftmals durch passende Substitutionen. 
Jf an habe z. B. die Gleichung 

adx =-{y — x) dy. 

Setzt man y — ä? = i/, mithin dx = dy — du, so ist 

ady — adu = udy , 
, adu 

y^^c — al{a — w), 

y = c — al{a']riii: — y). 

InCauchy's le9ons kommen viele künstliche Integrationen 
xiurch wiederholte Substitutionen vor. 

•286. 

Eine hieher gehörende merkwürdige Integration gewährt 
noch eine zuweilen vorkommende Differentialgleichung von 
der Form 

dy + y. F(x) dx =f{x) dx , 

worin F{x) und f{x) gewisse Functionen von x sind. Diese 
<3-leichung, welche sehr unpassend linear genannt wird, lässt 
«ich auf verschiedene Weise integriren. 

Betrachtet man y. als Product zweier noch zu bestimmen- 
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den unbekannten Functionen von ^, die wir kurz mit t und z 
bezeichnen wollen und setzen also 

y = tz^ mithin d(/ = zdt'\'tdz, so ist 

zdi -f- tdz + tzF(x)dx^=^f{x)dx, 

[tfJLz + tz . ¥(x) . dai] + [zdt — /(a?>ip] ™ 0. 

Dieser Gleichung wird offenbar Genüge geleistet, wenn jeder 
der eingeklammerten Theile für sich =0 ist. Dies giebt uns 
zur Bestimmung der beiden Functionen t und z die beiden 
Bedingungsgleichungen 

tdz + tz.F{ic) .da;=0'^ zdt — J(x)dx^= , 

^^ ¥{a^)dx, dt=^^, 



Iz 



= -JF(.)dx, dt=J^, 



y = e''f^^^^^Sf{x)dx . €/^(^)'^. 

II. Difforentialgleichungen erster Ordnung hohem Grades. 

287, 

Wegen der Schwierigkeiten, welche die Auflösung der 
höhern Gleichungen verursacht, müssen wir uns hier auf die 
Integration der Differentialgleichungen zweiten Grades (§ 277) 
beschränken, um so mehr, da schon diese oft mit grossen 
Schwierigkeiten verbunden ist. Von den Methoden, welche man 
hier aufgestellt hat, merke man sich folgende drei: 

288. 

1. Methode. Indem man die Wurzeln sucht, d. h. 
auf den Differentialquotienten reducirt. Man habe z. B. fol- 
gende Differentialgleichung zweiten Grades 

dy^ — axdx^=^, so ist 

dA^_ 

dy — y a^ . d! t= ; ^y H- Vaa; . cte = . 
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Die vorgegebene Differentialgleichung zerfallt also in 2wei ver- 
schiedene^ deren Product sie ist. Es müssen also auch zwei 
Integralgleichungen ihr Genüge leisten. Diese sind hier 

y — \a^x^ + cj =-=0 ; t/ + |ai^^ + Cg = 0. 

Beide Gleichungen lassen sich aber auch^ wenn man will^ 
in eine einzige^ gleichsam allgemeinere Integralgleichung zu- 
sammenfasseU; nämlich (Höhere Geom. pag. 26^ 4) 

(y— |aM + <Ji)(y + |aM + cO = 0, 

oder auch, weil die Constanten beliebig sind, also auch gleich 
sein können (•i = c2 = c, 

Anmerkung. Es ist klar, dass eine Differentialgleichung 
erster Ordnung nten Grades im Allgemeinen n verschiedene 
Wurzeln hat, mithin auch n verschiedene Integralgleichungen^ 
so wie auch deren Product ihr Genüge leisten müssen. Die 
n Wurzeln zu finden, gelingt aber selten, und wenn man sie 
auch hat, noch seltener die Integration derselben. 

289. 

2. Methode. Wenn die Coefficienten der Differentiale 
blosse Functionen von einer und derselben veränderlichen 

Grösse, z. B. von x sind. Alsdann kann man auch, -^•=i'p 

gesetzt, die Differentialgleichung auf x reduciren und x als 
Function von p ausdrücken. Angenommen, es sei 

^=9>(i>) (0 

Weil nun -j-=p^ mithin 

dy^=pdx (2) 

so giebt letztere Gleichung integrirt (§ 201) 

y=px — / xdp (3) 

Setzt man in (3) statt x seinen Werth aus (l), so ist 

y=p.(p{p)'- q>{p)dp + c (4) 
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Lässt Bich nun die in (4) angedeutete Integration wirklich 
ausfbhren und dann aus (1) und (4) p elinuniren, so hat man 
eine oder mehrere primitive Gleichungen zwischen x^ y. 

280. 

8. Methode. Durch Differentiation^ wenn die Differential- 
gleichung sich zufällig auf die Form 

y=px+q>{p) - . .(i) 

bringen lässt; wo/?=^ und cp{p) irgend eine Function von 
p ist Denn differentiirt man die Gleichung (1)^ so kommt 

dy ssapda + adp + (p%p)dp 
oder, weil dy^=pdx ist, 

[x+(f'(p)].dp=0. («) 

Dieser Gleichung kann auf zweierlei Weise Gentige ge- 
leistet werden, nämlich für 

dp = (s) 

^ + (P'(P)=0 (4) 

Aus (3) folgt durch Integration p = <?. Substituiren wir 
diese für p gefundene Constante c, welche offenbar ganz will- 
ktirlich ist, in (1), so haben wir eine der Differentialgleichung 
(l) entsprechende Integralgleichung zwischen a, y und der 
willkürlichen Constante c, nämlich 

y=ox + q)(c) (6) 

Reduciren wir dagegen (4) auf p, so erhalten wir p als 
Function von x] angenommen, es sei p^=xlj{x). Wird nun 
auch dieser Werth (Werthe) von p in (t) substituirt, so er* 
halten wir noch eine andere (mehrere) der Gleichung (1) Ge* 
nüge leistende Gleichung zwischen x und y, nämlich 

y = x.xp(x)+(p[ip{x)] (e) 

welche aber aus dem Grunde kein wirkliches Integral der 
Gleichung (l) genannt werden kann, weil sie keine willkür^ 
liehe Constante enthält, die zu jedem Integrale erforderlich ist 
Alle solche ohne Integration gefundenen Gleichungen, 
welche einer Differentialgleichung Genüge leisten, nennt man 

LUbsen, infiniteslnua-Beebnuag. SS. Aufl. 19 
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besondere AuflöBungen, aar Untersoheidiing von den durch 
wirkliches Integriren gefundenen Integra%l^chnngen. (Wur 
werden im nftehsten Buche diesen merkwürdig^i besondern 
Auflösungen eine geometrische Bedeutung unterbreiten.) 

291. 

Aufjssbe. Man integrire folgende Differentialgleichung: 

ydx — xdy = aVda:^ + dy^. 

Auflösung. Hier Iftsst sich am besten die 3. Methode an- 
wenden. Man hat nämlich 

y—p^+aVl+p» •..(!) 



('+?ife)*=« (■) 



Vl-f-F 

Aus dp=^(i folgt p=c und^ in (1) substituirt; die Integral- 
gleichung 

y = c«+ayi4-c^ (i) 

substituirt; als besondere Auflösung 

y=Va* — ^* («) 

m. Differentialgleichungen höherer Ordnungen. 

292« 

Es ist wohl vorauszusehen^ dass die Integration der Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnungen noch bedeutend schwie* 
rigor sein muss^ als die der ersten Ordnung. In der That 
giebt es auch hier nur sehr wenige und ganz besondere Fälle; 
wo die Integration möglich ist Die wichtigsten dieser beson- 
dem Art Gleichungen (von denen die Mechanik einige aufge- 
stellt hat) wollen wir hier in einer schicklichen Ordnung folgen 
lassen. Der Kürze und des leichtem Ueberblicks halber be- 
zeichnen wir die Differentialquotienten -p-, -r^ wie üblich 

mit p, qy r,, . ., so dass also 
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dx ^' dar» eir 2» <to» rf« '^' *"'• 



293. 

1. Fall. Wenn ein Differentialquotient sich als Function 
des nftohst yorhergehenden darstellen lässt: 

Alsdann drücke man den höchsten Differentialquotienten 
als Function, des nächst vorhergehenden aus etc.^ bis man^ wie 
folgende Beispiele zeigen, auf eine primitive Gleichung zwi- 
schen a und y kommt, indem wir auch hier wieder a als die 
unabhängig veränderliche betrachten. 



294. 

Aufgabe I. Man integrire folgende Gleichung: 

Auflösung. Hier ist y=qp(j?), also ^^^yCpX folglich 

dp 



H 



+ c, (.) 



Femer ist dy^=pdx, und hierin den Werth von dx gesetzt, 

pdp 



dy = 



¥.py 



H\ 






+ ct («) 



Lassen sich nun beide angedeutete Integrationen ausführen, 
so erhält man durch Elimination des Differentialquotienten p 
aus (l) und (2) — vorausgesetzt, dass auch diese Elimination 
möglich ist — die verlangte Gleichung zwischen a, y und den 
beiden Constaiüen c^ und e%, 

19* 



292 



295. 

Aufgabe '2. Man int^rire die Gleichung 

dx* ^ \dxV 
Anflömutg. Hier ist r=^fp(q), also ^^^ipiq), mithin 






(0 



Ferner dp^mqd^msxq.—S-^ mithin 






9^ I 



Fem'er d^=p.d«r=-^ ||-Ä+,.|, mithin 

HMf-^^")*" « 

Aus (1) und (2) muss nun q eliminirt werden ; um die 
X^leichung zwischen a und y zu erhalten. 

Anmerkung. Cauchy stellt noch höhere Differential- 
quotienten auf (le9onS; pag. 649 etc.). 

296. 

Beispiel. Man integrire die Gleichung 

d^t/ssadaVcüe^+cb/^. 
Auflösung. Man hat hier 

dx^-^M=. 
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äi—c^+Kp+Vi+y) (i) 

^ ^ Vi+p* 

.v=c,+yT+^ (2) 

297. 

2. FalL Wenn ein Differentialqaotient als Function des 
yorvorfaergefaenden gegeben ist; 

dann benutaee man die aus § 292 durch Elimination von dx 
folgenden Gleichungen 



dp da 

P^-'r, i^-^n etc. etc. 

298. 

Aufgabe L Mau integrire zuerst folgende Gleichung: 

AuiUhnixig. Man hat hier q=^q>{y\ mithin 

pdp=(fi{y)dy, 

p— y[2/i(y)di,], 



dx 



=y2M'(y)% 



'-/- 



% 



y2/9)(y)dy * 
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299. 

Aufgabe 2. M^n integrire folgende Gleidbong: 

Auflteang. Hier ist 

qdq'='(f{p)dp, r. ^p 

^q*=f<p(p)dp, "jWvipW"^^^ 

Au (1) und (S) nniBB aim p etiminiirt wendm. 

300. 

8. Fall. Wenn j^f^=^<p\^y h)^^^ ®®*^ 9^^^ ^^^ weim 

folgt z. B. ri 

<ir* x'dx ' 

adp =pda + ot^cZä?, 
a?c?p — pda 



x^ 



dXf 



X 



Iiinundzwanzigstes Buch. 



Bestimmnng knmimer Linien ans gegebenen 

Eigenschaften. 



301. 

Aus der Gleichung einer krummen Linie kann man, durch 
Hülfe der Differentialrechnung^ Eigenschaften derselben finden, 
z. B. Maxima und Minima der Ordinaten, Wendungspuncte, 
Länge der Subtangente etc. Umgekehrt kann man auch aus 
Eigenschaften einer krununen linie, die durch Differential- 
gleichungen gegeben sind; die krumme Linie s^lbs^ d. hw ihre 
Gleichung finden, wie folgende Beispiele zeigen werden. 

802. 

Aufgabe 1. Eine krumme linie zu finden, deren Sub- 
tangente immer gleich dem ^fachen der Abscisse ist. 

Auflösung. Zufolge § 49 ist die Formel ftir die Subtan- 

d*ß 
gente ,.^=S, nuthin muss sein: 



dx 


^may 




du 

y 


dx 
' x' 




Tfdy^ 


=to4-fc= 


tlcx^ 


ym^ 


=<?«. 
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808. 

Aufigabe 2. Die krumme Linie anzugeben ; deren Sub- 
normale gleich der Abscisse ist. 

Auflösung. Aus SN=»y-p=»^ folgt 

y«+2c— »0?* oder 2c=a* gesetzt; 

804. 

Aufgabe 8. Eine Linie von der Beschaffenheit zu finden^ 
dasB das Quadrat der Subtangente gleich dem Product aus 
der Abscisse und einer constanten Grösse^ a^ ist. 

Auflösung. Man hat hier 

dy dx 

y ycM?* 



y 



==C.e^a. 



305. 

Aufli^e 4. Die krumme Linie zu finden^ deren Subtan* 
gente gleich dem Ueberschuss der Ordinate über die Abscisse ist. 

Auflösung. Aus v^-^v. — x folgt 

dy 

ydx^{y—a)dy. 
Setzt man x^=s^ty^ mithin dx^=^ydl-\-tdy^ so ist 

y ^u-\ ' 

,,.+^?^) = fc. 

Z{2ary-y»)— fc», 
2ay — y*^=e*. 
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306. 

Aufgabe 6. Eine krumme Linie 
von der Beschaffenheit zu finden^ 
dasB die Tangenten für alle Punete 
derselben gleich lang^ «»a; sind. 

Auflösung. Zufolge § 4-9 ist 



V 






yi»^ 



y 



s 



y " 

9 

Wir nehmen hier von dem Vorzeichen + das untere^ weil 
es ganz willkürlich ist und dadurch die Coordinaten x^ y 
gleichzeitig positiv werden. 

Setzt man Va* — y^^ty, so ist y= , = und 

^=-^y + aA^== (§ 201 und 207), 

Nehmen wir die Constante (weil sie ja beliebig ist) sO; 
dajss für a=0, y^=sa wird, so ist csssQ und dann 

Diese krumme Linie wird die tractoria genannt Man kann 
sie sich nämlich entstanden denken, indem das Ende A einer 
unbiegsamen gewichtslosen geraden Linie, AB = a, dessen £nd- 
punct B aber schwer ist, l&ngs der Absoissenlinie fortgesogen 
wird, alsdann wird der schwere Endpunct B mit forf^ezogen 
und — da die augenblickliche Richtung in seiner Bew/^gung 
immer die Tangente ist — die tractoria beschreiben.*) 



*) Ein in England etablirter Frankfurter Mechanicus soll' Hähne, 
Zapfen und Achsen nach der tractoria constmirt und darauf ein Patent 
genommen haben. 



298 

Sucht man die Fläche der tractoria^ so folgt aus dz=^ydx 
(§ 217)9 wenn man hierin fUr dx seinen Werth setzt, 

Wir müssen das Differential hier negativ nehmen^ weil wir 
die Fläche z als Function der Ordinate y betrachten und gj 
wie die Figur zeigt, mit wachsender Ordinate abnimmt. Dieser 
Umstand ist jedesmal zu berücksichtigen^ wo mit dem Wachsen 
der absolut veränderlichen Grösse das davon abhängige Quan- 
tum, statt auch zu wachsen, umgekehrt abnimmt. Wäre z. B. 
für vorliegenden Fall ;?=F(y), so müsste doch, weil nur mit 
abnehmenden Ordinaten z wächst, für ^+ Ay das Wachsthum 
von Zy nämlich A^=F(.v4-Ay) — F(y) negativ und mithin 
auch das Differential von z negativ sein, daher 

z^—lVa^—y^^dy+c und (§ 226), 
2 = — ky'Va^ — y^ — ^a*arcsin-^ + c. 

Soll die Fläche von AB an gerechnet werden, mithin für 
^ssa=AB, «=»0 sein, so ist 

= — ia>.y-f-c, 

2 
2;= — TT — ^yVa* — y* — ^a^.arcsin— . 

Setzt man hierin ^=0, so hat man für die ganze, sich 
an der unendlichen Asymptote hin erstreckende Fläche den 

Ausdruck z^-^, d. i. den vierten Theil der mit dem Radius 

4 

BAs=a beschriebenen Kreisfläche. 

307. 

Aufgabe 6. Man sucht eine krumme Linie, in welcher die 
Tangente derQuadratwunsel ausder Ordinate proportional wächst 

AuMsung. Man hat hier 



>v 



dx' 
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Setze 1/— — ^"=««, also y=— — ^, so findet man 

x^'Va;j — y* — a arc ig 1/ + c. 

Bestimmt man die ganz willkürliche Constante 80| das» 
für y^=^aj x=0 wird, so ist c==sO. 



808. 

Aiifgabo 7. Man sucht die krumme Linie, bei welcher 
das vom Anfangspunct A auf die jedesmalige Tangente gefiülte 
Perpendikel gleich der Abscisse des Berührungspuncts ist. 

Auflösimg. Ist 8t die Subtangente, t der Bertlhrungs- 
Winkel, also sin^»«^ (§ 70), so hat man 

. ±(»i-')i-" 

(ä>— y«)da?4-2^ydV = (i) 

Diese Gleichung ist homogen und nach § 284 zu integriren. 
Durch einen kleinen, manchmal anwendbaren Kunstgriff erhält 
man hier aber das Integral kürzer so: Aus (1) folgt 

a^da — i/*da + 2xt/dt/ = , 

- Ä* 

Das zweite Glied ist offenbar das Differential* von —, folglich 
lieh, indepa man die Constante mit 2a bezeichnet, 

a 



309. 

Aufgabe 8. Es wird die krumme Linie verlangt, bei 
welcher die Tangente inmier gleiclf ist der vom Anfangspunct 
nach dem Berührungspunct gezogenen Linie. 
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AuflSrang. Maa hat hier 

das , 

Für das obere Zeichen ist y r»«^. Für das untere Zeichen 

310. 

Aufgabe 9. Man sucht die vom Anfangspunct ausgehende 
krumme Linie, deren vom Bogen, Abscisse und Ordinate be- 
grenzte Fläche gleich Zweidrittel des aus der Abscisse und 
Ordinate gebildeten Bechtecks ist 

Man hat hier (§217) 



/ 



yrfa?=|a?y, 



yda:=|yda?4-|^dy, 
dy da 

y a 

y^ts^ex. 

3U. 

Aufgabe 10. Eine vom Anfangspunct ausgehende krumme 
Linie zu finden, deren quadrirte Länge gleich dem Product aus 
der Abscisse imd einer constanten Ghrösse, a, ist. In Zeichen 

Auflösung. Es ist ^adsm^adxj 

, adx 



l/0+£)-^ 



<^=}/^ 



2»' 

2-j/ojr' 



.dx. 
4a 



r 
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Setze 1/ — «i^, also x= ^ , ^, , so ist 

r 4a? ' 1 + ^*' 

y=|yaÄ— 4a?> — iaarctg 1/^^^^ 4- c, 

oder (Trigonometrie § 100, 6) 

ys—^Vcw? — 4ä* — iaarcooBl/ \-c. 

Da nun fUr ^=0 auch y= sein soll, so ist c=»^a.\7t. Daher 

y=^\'}/ax — Ax^+^al^Tt — arccosl/ — j, 

oder, weil allgemein arc8inu4-arccosM = i7r, mithin \n — 
arccosu=arcsinti| so ist kürzer: 

y = iT/^^4^.+ |aarcsin^^. 



312. 

Vorhergehende und ähnliche Aufgaben, wo nämlich die 
Länge eines Bogens als Function der Abscisse gegeben ist^ 
lassen sich oftmals leichter auf folgende, zuerst von Tortolini 
gezeigte Weise lösen. (Cauchy's le^ons T. 11. p. 115.) Es 
folgt aus 

«=yöuc, 

I-^Vt « 

Nennt man Q den Winkel, den die am Endpimct M de» 
Bogens AM=« gelegte Berührungslinie mit der Ordinaten» 
richtung bildet, so ist (§ 79) 

-3-=sin® (2) 

Aus (1) und (2) folgt Istt^l/ — .sind, und hieraus 

^s=3|asin'6 («) 

c2ir=3|asin@.cos@.c{0. 

Femer hat man -^«ecot®, also 
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dyi^cotö.dr, 

dy =B^ a (i cos 2 + i)d&^ 
y = |-8in20 + ^.0 (0 

Weil für ^»=0^ 0aaO ist und Auch ^«=0 sein soll, so 
ist hier keine Constante nöthig. 

Aus (3) folgt sin©=l/ — , mithin ist co80=l/f 

und sin20=2sin0.cos0 = 2l/^.l/(^^), daher 

y=i\yaa! — 4j;*+ — arcsin i/ — . 

Setzt man in den beiden Gleichungen 

^=iasin^0, 
3/=|asin204-|a0, 

20=»c0 und ^a=^r, mitbin sin^0»ssiii'4^tt=^(i — coscc^); so 
hat man 

asssr — rcosa»^ 

1^ ss:r CO -{^r sin (ü. 
Die gesuchte krumme Linie ist also die bekannte Cycloide. 
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Erklärung. Wenn man in einer Gleichung zweier ver- 
änderlichen Grössen; a, y, und einer Constanten^ a, dieser Con- 
stanten alle möglichen Werthe beilegt und fUr jeden dieser 
Werthe die entsprechende krumme Linie über derselben 
Abscissenlinie und für denselben Anfangspunct construirt denkt^ 
so erhält man (im Allgemeinen) ein System von krununen 
Linien derselben Art. Denkt man sich noch eine andere Linie^ 
welche jenes System; d. h. jede besondere Linie; nach eiBjdin 
gegebenen Gesetze schneidet; z. B. alle unter demselben Winkel; 
80 wird die schneidende Linie eine Trajectorie genannt*) 

*) Jean BemouilH hat zuerst (1697) die Theorie der Trajectorien, die 
sich offenbar auch auf Flächen ausdehnen läset, aufgestellt. £r wurde 
durch die von Huyghens aufgestellte Ansicht, dass die Fortpflanzung det 
Lichts in einer wellenförmigen Bewegung desAethers bestehe, daiauf geführt. 



314. 

Aufgabe U. £& sei ß=ma die Gleichung einer geraden 
Linie, indem a die laufende Abscisse nnd ß die Ordinate be- 
zei<dmet lAeat man den Coefficienten m sich todem, so er- 
hält man eine vom Änfangspunct aosgehende Folge von geraden 
Linien. Man suchä die Trajectorie y=u(p(a!), welche alte unter 
einem gegebenen Winkel, =g, durchschneidet 

AuflÖiiuig. Eb sei M ein Ptinct 
der Trajectori^ dessen Äbscisse AP 
=x und Ordinate MP = y. Der 
Winkel, welchen die durch M an 
die Trajectorie gelegte Tangente mit 
der ÄbsciBaenachse macht, =7 und 
der Winkel MAP = 0, so ist 
s=t — © und 
tgT — tgQ 

Aus der gegebenen Gleichung der geraden Linie ß=ma 
folgt ■£- = m=tgQ und da tgT=^, bo ist 

^_ 
*g* = Äi- 



Da nun aber fiir denPunct M, a = x und i*=y und der 
Coefficient m, welcher zu dieser hesondem geraden Linie AM 

gehört, =s-^ ist, wie aus der Gleichung ß=7na folgt, so ist 



a ax 
oder, weil iiir den Punct M auch x, y statt a, ß gesetzt werden 
kann, und, w^nn man, Kurze halber, tge^^a setzt, 

dx X xdy — ydx . , 

^~ ^,y_ d^~ xdx-\-ydjj ^^' 

X ' dx 
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die Differentialgleichung der gesuchten Trajectorie^*) welche, 
weil homogen, integrirt werden kann. Es folgt zunächst 

cueda + aydy = adt/ — ydr 

und; wenn man y^=tx mithin dysi^xdt+tda: setzt, 

da dt <xt j^ 

a — = = ä,üt% 

X 1 + «» 1 + e* ' 

ai^s=arctgf — |aZ(l+f*) + c, 
ate=arctg^— ia/(i^^^)4-c, 

oder, weU \d{^-fij^al{x^+y^)^ — (dx ist, 

aZ(Ä* + y *)^ =s arc tg -^ + c. 

Weil die Constante beliebig ist, so setze man = und 
statt rechtwinkliger Coordinaten Polarcoordinaten, nämlich 

y^«+y«"=r und arctg— =0, so ist cdr^^Q, also 

Soll der Winkel «=45® sein, so ist a=l, mithin (§ 74) 

Soll €3=s90^ sein, so ist a=<30. Aus (l) folgt dann 

xda-\-t/dt/sssO ^ 

315. 

Aufgabe 12. Es sei ß^^^pa die Gleichung der gewöhn- 
lichen Parabel mit dem unbestimmten Parameter jt>. Giebt man 
diesem Parameter alle möglichen Werthe von /?= bis />== oo , 
so erhält man eine Folge von Parabeln, die alle denselben 
Scheitel haben und wovon die Achsen die beiden äussersten 
Parabeln sind. Man sucht die Trajectorie, welche alle Parabeln 
unter demselben Winkel 6 schneidet. 



*} Die DifferentUlgleichangen der Trajectorien sind also vom ersten 
Grade und erster Ordnung. 



k 
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AufldsuDg. Gb sei M ein Puuct 
der fraglichen Trajectorie, AFa=x, 
MP=)/. Es sei T( die Tangente 
der Trajectorie für den Pnnct M 
und Tf die Tangente an der ent- 
sprechenden, durch denselben 
Funct gehenden Parabel. 

Nun ist zuvörderst wieder 
e^i — 0, also 

tg.-= tgT-tgO^ 

^ 14-tg0.tgT 



Da nun aber ftlr den Punct M die Coordjnaten der hindurch 
gehenden Parabel und der Trajectorie gleich sind a=«, ß=y, 
und der dieser besondem Parabel entsprechende , Parameter 

^wie aus ß'=pa) folgt, nämlich p = ^, also auch flir jeden 
Punct M(.r, 3/} der Trajectorie immer p^— ist, so kann man, 

weil der Punct M ganz unbestimmt gelassen, d. h. weil die- 
selben Schlüsse für jeden andern Funct der Tr^ectorie und 
4er dadurch gehenden besondem Parabel gelten, die veränder- 
liche Constante p eliminiren and hat dann fiir die die Tra- 
jectorie bestimmende Differentialgleichung 

dx ix 2xd y — ydar 

"^ ^ y_ d/" U<i>!-\-ydy 
'^2x' dx 
Soll fi = 90" sein, so ist tgs^oo und 

ydy-\-'ijdx=:li, 

3ie. 

Aufgabe 13. Die Trajectorie zu finden, welche alle über 

Lftb»!!, liitiiiMrin»1-Bechnaiig. 6. kai. 20 
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einer gemeinschaftlichen Achse construirten Parabel^.so schnei- 
det; dasB die Flächeninhalte zwischen jedem Pa]f«bitt>ogen vBnd 
den Coordinaten des Endpuncts (=a*) sind. 

Auftosung. Sei M(a', y) ein Panct der Trajectorie^ so 
muss (§ 225) |a;y=a^ sein^ und da dies von jedem Pnoete 
der Trajectorie und der dadurch gehenden Parabel gilt; so ist 
die gesuchte Trajectorie eine Hyperbel, nämlich 

317. 

Aufgabe 14. Man sucht die Trajectorie, welche ähnliche 
Ellipsen, über derselben Abscissenachse und aus demselben 
Anfangspunct construirt, rechtwinkelig durchschneidet. 

Auflösimg. Da die Ellipsen, d. h. ihre Achsen in demselben 

Verhältniss bleiben sollen, so kann man in 8 = — Va* — a* 

den Constanten Factor — =m setzen, dann folgt aus der § 314 
aufgestellten allgemeinen Formel 

^ l + tgT.tg©' 

wenn tgx-=- - und tg0=-/- = — ,_: -.= --, mithin 

^ dx ^ da -^a^—a^ ß 

-f- + m^ — 
dx y 

tg€ = - 



du ^ X 
1 ^.m^- - 



dx y 
Weil nun « = 90® sein soll, so ist tgfi—oo, mithin 

du g.X ^ 

\—-f-,m^ =0, 
dx y 

y *^ 

mHy s=iLc'i'lcf=ss lex , 

318. 

Aufgabe 15. Eine Gleichuj^ für die loxodromische Linie 
zu finden, d, h. für diejenige Linie, welche alle Meridiane der 
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Erde (diese als Kugel angenommen) unter einem gegebenen 
Winkel, €, schneidet 

Auflösung. Es ist hier am bequemsten, die Lage der 
Puncte durch krummlinigte Coordinaten, nämlich durch Länge 
und Breite anzugeben. 

Es sei demnach M ein Punct der Loxo- 
drome, AP = l die auf dem Aequator ge- 
messene Äbscisse und 'MP=ß die auf dem 
Meridian gemessene Ordinate. 

Wächst AP=^ um PQ= AA und MP 
= ß um SV = Aft so ist MS=AA.cos/? 
(Trig. § 40 d) und flir NMV=MVS=€ 

.., . . A^.co«/? , 

naherungsweise tg€ = — '^ und ganz 

genau 

tgß = — äß^ hieraus 

A = tge.Ztg(45 + l/9). 

Soll für ß = auch ^=0 sein, so ist keine Constante 
nöthig. Die Loxodrome geht also in unzähligen Windungen 
um den Pol j^die Kugel) herum. Denn fur/J=+90^istA=+oo. 

Anmerkung. Aufgaben über Trajectorien lassen sich offen- 
bar sehr viele und sehr verschiedenartige aufstellen. (Siehe 
Brandes' Höhere Geometrie 2. Band.) Wir geben jetzt eine 
andere von Lagrange aufgestellte lehrreiche Aufgabe. 



319. 

Aufgabe 16. Es ist eine gerade Linie, AB = 2a,, gegeben, 
und in ihren Endpuncten Perpendikel von unbestimmter Länge 
errichtet. Man soll nun eine krumme Linie von der Beschaf- 
fenheit finden, dass jede daran gezogene Berührungslinie, wie 

VT, von den Perpendikeln zwei 
solche Stücke AV, BT abschneidet, 
dass das Product daraus immer 
gleich einer constanten Grösse ist, 
AV.BT=6». 

Auflösung. Es sei M ein Punct 
der gesuchten Linie, AP = ^, MP 

20* 
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=:y, 80 ist offenbal: (indem. man durch M eine mit AB paral- 
lele Linie, GH, gezogen denkt und beachtet, dass tgTMH 

=tgVMG=^ ist) 

BT=y + (2a-^).2, 
AV— „_a!^ 

mithin ist, ,-=P gesetzt, laut Bedingung 

, {y—px){y—px+2ap) = b^ (i) 

{y—pxy-{-2ap{y—px) = b^, 

y — px •= — ap'\' Vfe^ + a^p^ , 

y=px — ap + (6*+a*j?*)^ (2) 

Diese Gleichung läsBt sich am leichtesten nach § 291 in- 
tegriren, darnach ist 

iy =pdx + ^dp — adp + (ä* + a^p^)''^a^pdp 
x — a-{'-j^— \clp = (i (3) 

Setzt man den Factor dp=0 und integrirt, so ergiebt 
sich p=c. Setzt man diesen für p gefundenen constanten 
Werth (der sich, wie vorauszusehen; nur auf eine gerade 
Linie beziehen kann) in (2), so hat man 

y=^cx - a<? + V**+«*c* (*) 

als das allgemeine Integral^ welches der Differentialgleichung 

(1) Genüge leistet, indem man die Werthe von y und ~ aus 

(4) in (1) substituirt. Jede durch einen beliebigen Punct der 
Linie (4) gezogene Tangente (welche hier offenbar mit der 
gefundenen Linie , weil sie eine gerade ist, zusammenfallt) 
schneidet von den Perpendikeln die verlangten Stücke wirklich 

ab. Denn setz^; man a?= 0, so ist ^= AV= — ac+VÄ^-Fö^c*, 

und setzt man «==2a, so ist t/=BT = ac + V6*+a*<?* und 
folglich AV.BT = i*, wie verlangt. 

Setzen wir den andern Factor in (3), nämlich 
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so ergiebt sich durch Elimination von p aus dieser Gleichung 
und der Differentialgleichung (1) noch eine andere Beziehung 
zwischen x^ y^ nämlich 

^ = — y2öw; — x'^ (ö) 

welche, als besondere Auflösung, der Gleichung (1) ebenfalls 
Gentige leisten muss (§ 290). So folgt z. B. aus dieser 
Gleichung 

dif h a — X 

dx~ a'Yiax — x'^' 

und wenn man diese Werthe von y und -p in (l) substituirt, 
so ist für jeden Werth von x das Resultat der linken Seite = 6*. 

320. 

Erklärung. In vorstehendem Paragraphen haben wir zwei 
verschiedene Gleichungen gefunden, welche beide der 
Differentialgleichung 

Genüge leisten, nämlich 

y = cx — aC'\'yb^-\'a^c^ (2) 

V = — V2ax — x^ C^) 

a ^ 

von welcher die eine eine gerade Linie, die andere eine Ellipse 
darstellt. 

Die Gleichung (2) enthält eine ganz unbestimmt gelassene 
beliebige Constante, c, und wird deshalb das allgemeine 
oder auch vollkommene Integral der Gleichung (l) genannt. 

Setzt man statt dieser unbestimmten oder allgemeinen Con- 
stante allerlei verschiedene bestimmte Werthe, Cj, C2, C3. . ., 
so erhält man aus dem allgemeinen Integral (2) ebenso viele 
sogenannte specielle oder besondere Integrale, welche 
alle dieselbe Art Linien ausdrücken,*) und wovon jede der 
Differentialgleichung (1) Genüge leistet. 

*) Was man unter beBtimmtem Integral verBteht, ist schon früher 
(§ 221) erklärt. Man unterscheidet demnach dreierlei Arten Integrale, 
nämlich allgemeines (▼oUkommenes), speciellea und besimmtes. 
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Die Gleichung (3) aber, welche ebenfalls der Differential- 
gleichung (1) Grentige leistet, jedoch keine willkürliche Con- 
stante enthält (a und b sind ja gegeben), ist nicht durch Inte- 
gration, sondern durch Differentiation und Elimination gefunden, 
und da sie auch nicht aus der allgemeinen Integralgleichung 
(2) abgeleitet werden kann, welchen bestimmten Werth man 
der Constante c auch beilegen möchte, so ist sie dem Begriffe 
gemäss weder ein allgemeines, noch ein specielles Integral der 
Gleichung (1) utid heisst deshalb auch zur Unterscheidung 
eine besondere Auflösung derselben (§ 290). 

32L 

Wir sind im Vorhergehenden auf den merkwürdigen Fall 
gestossen, dass einer und derselben Differentialgleichung zwei 
verschiedene primitive Gleichungen, nämlich das vollkonnnene 
Integral und die besondere Auflösung Genüge leisten. Vor 
Lagrange's Zeiten waren die besonderen Auflösungen so 
befremdend, dass man sie geradezu für ungereimt und unzu- 
lässig erklärte. Lagrange zeigte aber, dass die besondere 
Auflösung einer Differentialgleichung ebenso gut einen Sinn 
hat, wie das allgemeine Integral mit willkürlicher Constante, 
mit welchem es in einer engen Beziehung steht, ja selbst, was 
hier unmöglich erscheint, aus diesem abgeleitet werden kann. 
Um jedoch diese nicht leichte Sache aufzuklären und zu be- 
greifen, überlege man erst Folgendes: 

322. 

Unsere drei in Betracht kommenden Gleichungen waren 
(§ 320): 

(^-l)('-'l+^»S='- (■) 

y = c^ — oc+Vfe^+a^c^ (2) 

y = — V2a;r — x^ (s) 

In dem vollkommenen Integral (2), welches eine gerade 
Linie darstellt, ist die Constante c bekanntlich die trigono- 
metrische Tangente des Winkels, unter welchem die gerade 
Linie die Abscissenlinie schneidet. Giebt man dieser willkür- 
lichen Constante c allerlei bestimmte Werthe Ci, ^2, 03* ; 

80 erhält man ebenso viele besondere gerade Linien (besondere 
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Integrale), welche alle der Gleichung (1) Genüge leiBten und 
flieh je zwei in eiBeni Puncte schneiden.*) 

Stellt man siph nun vor, die 
Cinetante c sei veränderlich und 
denkt sich alle durch stetige 
Veränderung der Constante un- 
mittelbar auf einander fol- 
genden geraden Linien eon- 
struirt, ao müssen affeitbar auch 
dieDurchBchnittspuncte je zweier 
unmittelbar auf einander folgenden Linien stetig auf ein- 
ander folgen und eine gewisse krumme Linie bilden, 
welche von jeder der geraden Linien offenbar berührt wird, 
oder, was dasselbe sagt, die erwähnte krumme Linie berührt alle 
geraden. Es entsteht deshalb die Frage nach der Gleichung 
;/^F{x) dieser krummen Linie. Es sei M.{x, y) ein beliebiger 
Punct der krummen Linie und y^cst — ac-^'\ib''-^a}c^ 
die Gleichung der durch denselben Punct gehenden geraden 
Linie VT', so musa die Gleichung der krummen Linie offien- 
tar so beschaffen sein, dasa für diesen Punct nicht allein die 

Coordinaten .r, y, sondern auch der DifferentiaJquotiant -j- der 

krummen Linie mit denen der geraden Linie übereinstimmen 
und gleichzeitig der Differentialgleichung (I) Genüge leisten. 
Da iäies nun aber, wie wir gesehen haben, mit der besondern 
AufiÖsung (3) der Fall ilt, so ist diese auch nothwendig die 
Gleichung der krummen Linie, welche alle geraden berührt. 



* Hiemit wäre freilich die geometrische Bedeutung der be- 
sondem Auflösung (3) der Gleichung (1) erklärt Die benmdere 
Auflösung ist aber nur beiläufig, gleichsam zufitUig gefonden, 
indem man es doch als Zufall ansehen muss, dass die Differen- 
tialgleichung (1) sich auf die % 290 angegebene Form bringen 
und, wie dort gezeigt, durch Differentiaticai integriren liese. Man 

*) Man bemerke, dasa der Fall, wo, wie hier in Gleichung (2), die 
CoDatante e in einem Terfinii erliehen Gliede vorkommt, sehr verschiedeD ist 
voD dem, wo die Conttante dem Integral nur mit dem + Zeichen hiozuge- 
fügt ist. Giebt man z.B. in der Gleichung y>—a;t;-{-^ nicht auch der Con- 
staute «, aondem nar der Constante ß allerlei Werthe, so werden alle ge- 
raden Linien parallel und können sich aUo nicht aclmeiden. 
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kommt deshalb leicht auf den Oedanken, ob eich wohl aus einer 
durch wirkliche Integratioaeu gefundenen oder auch ganz will- 
kürlich aufgeworfenen Olelchung, z. B. die der geraden Linie: 

y=cx — <ic + y6* + a*c* (i) 

indem man die in einem verUnderlicheu GMiede mit vorkom- 
mende Constante c stetig ändert, die Gleichung der krummen 
Linie ableiten läest, welche die stetig auf einander folgenden 
Durchachnittepuncte der aus (l) entspringenden unzähligen 
Linien bilden. 

Deuten wir die 2U findende Gleichung der frf^licheD 
krummen Linie vorläufig durch 

y-F(.) 
an, so ist zuerst klar, daes jede der unzähligen geraden Linien^ 
welche durch die stetige Aenderung der Constante c in (1) 
entsteht, wegen der stetigen Folge der Durchschnittspuncte 
durch die gesuchte krumme Linie berührt wird (Berührung 
ersten Grades, § 12ß), und dass also für eine beliebige Abscisse,. 
AP^ar, die Constante c einen solchen Werth haben muss, das» 
I ^^^^ 
dx dx 

die Constante c eine Function von x. Wäre diese Function 
bekannt, so könnte man aie statt c in (l) substitniren und di& 
reaultirende Gleichung würde dann, wie folgende Betrachtung 
zeig^ die gesuchte sein. 

Es sei vt die durch M gehende 
gerade Linie, welche der Constante 
entspricht, mithin 

y=csc — oc + VÄ^-t-o^c*. . .(i) 
Lassen wir in (l) .x um eine kleine 
GrfiBse, A^, wachsen, so gelangen 
wir zu einem anderen Funct, n, 
derselben Linie vt. Lassen wir 

aber in (l) nicht bloss ^r, sondern gleichzeitig auch c um die 
kleine Grösse Ac wachsen, so gelangen wir an einem Punet, N, 
einer andern geraden Linie VT und y wird dann eine Function 
zweier veränderlichen Grössen, a, c, und man hat (§ 162) 



^J-l^'+ä AC4-. 



A,=..A.+ (^.-a+:p===j.A.+ {.) 
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Nehmen wir nun für ein beliebiges ^=AP der gesuchten 
krummen Linie die Constante c so, dass der Coefficient von Ac^ 

nämlich a? — a+ , =sO wird, mithin c= — , ' 4 =r 

■Vb^ + a^c^ <^i2ax—x^ 

ist; und lassen zugleich Ac und A^ bis zu Infinitesimalgrössen 

abnehmen^ damit die Glieder mit höhern Potenzen von Ac (und 

auch von A^, wenn solche da wären) verschwinden, so leuchtet 

ein, dass die Puncto N und n der Linien VT, vt mit M, als ihrem 

Durchschnittspunct, zusammenfallen. (Vergl. § 243, Rdmkg.) 

Substituiren wir also diesen Werth von c in (1), so kann 

man daselbst auch y statt y setzen, weil die Puncto n und N 

zusammenfallen, und weil die aus (1) und (2) folgenden Dif- 

ferentialquotienten gleich sind. Da nun aber der Punct M (die 

Abscisse x) ganz unbestimmt gelassen, dieselben Schlüsse also 

für jeden Punct der gesuchten krummen Linie gelten, so ist 

die Gleichung derselben 

ft(a— ^> ab{a—x) ^ l/^, | ^g b\a — xY 

was, gehörig reducirt, auf die vorhin gefundene besondere Auf- 
lösung führt, nämlich' 



y = — V2a.r — ä*. 
a 

324. 

* Ist also die Constante c einer gefundenen Integralglei- 
chung in einem veränderlichen Gliede enthalten (oder durch 
Umformung hinein gebracht worden), so findet man die noch 
etwa vorhandene besondere Auflösung (Auflösungen), indem 
man nur die allgemeine Integralgleichung, d. h. die Glieder 
derselben, in welchen die Constante c enthalten ist, in Bezug 
auf c differentiirt, den Factor von de gleich Null setzt, auf c 
reducirt und den für c erhaltenen Ausdruck, der eine Function 
von X oder y, oder von x und y zugleich sein kann, rückwärts 
substituirt. 

Die Theorie der besondern Auflösungen fuhrt auf sehr 
grosse Weitläufigkeiten, wenn die Differentialgleichung von 
einer höhern Ordnung, oder von einem höhern Grade ist, und 
wenn — was allerdings möglich ist — die besondere Auflösung 
daraus direct, d. h. ohne erst das allgemeine Integral zu suchen, 
abgeleitet werden soll. (S. Cauchy's le9ons T. 11. p. 374.) 
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325. 

* Aufgabe. Man sucht eine krumme Linie von der Be- 
schaffenheit, dass für jeden Punct derselben das Quadrat der 
Normale gleich dem Product aus der Summe der Abscisse 
und Subnormale und einem constanten Factor, a, ist. In 
Zeichen: N«=a(Ä + S„). 

Auflösung. Zufolge § 49 ist 



,<>+g)=a(.+,|), 



dy^ a dy ax — y^ 

dx^ y dx y^ ^ 

dy -Ja+y^a^ + ar — y^ 

dx y ^ 

ydy = ^adx — V^a^+^wr — y^.dx, 

Via^-^-ax — y* 

.r* 4- 2cx + c* = ^ a* + a r — y*, 

y2-|_^2 — ^^ — 2c)a? = |a* — c^y 

y^+[x — {\a — c)Y^\a^—cui (i) 

Die gesuchte Linie ist also ein Kreis, dessen Mittelpuncts- 
Abscisse = ^a — c , Mittelpunctsordinate = und Radius 

=^i{a---ac (Höhere Geom. § 20). 

Nimmt man die Constante c veränderlich, d. h. denkt man 
sich alle besondere Kreise construirt, welche in dem allge- 
meinen Integral liegen und sucht den geometrischen Ort der 
stetig auf einander folgenden Durchschnittspuncte, indem man 
die Gleichung (l) oder auch die vorhergehende in Bezug auf 
c differentiirt, so folgt aus 2 [^ — {\a — c)] . de + ade = ; 
2a?4-2ö=0, mithin c = — x. Diesen Werth von c wieder 
in (1) substituirt, ergiebt sich als besondere Auflösung 

Die Linie, welche alle Kreise berührt (einhüllt), ist also die 
gewöhnliche Parabel. Denn schiebt man den Anfangspunct 
um \a zurück und setzt ^=^ — -Ja, so ist y'=^^ajt. 



Zweiundzwanzigstes Buch. 



Ergänzungen zu den im ersten Buche gegebenen 

Integrationsmethoden. 
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W die im vierzehnten Buche mitgetheilten Methoden, eine 
Function zu integriren, nicht ausreichen, da ist es auch, ein 
paar seltene, specielle Fälle abgerechnet, bei dem gegenwärtigen 
Zustande der Integralrechnung nicht möglich; das Integral in 
geschlossener Form zu erhalten. Diese wenigen Functionen, 
bei welchen die Integration durch sinnreiche Kunstgriffe ge- 
lungen ist, wollen wir hier nachträglich noch mittheilen, um 
dadurch den Anfänger, der an dieser fast rein technischen 
Sache Vergnügen findet, vielleicht zu weitem Speculationen zu 
veranlassen. 

I. Integration der eclit gebrochenen rationellen Functionen. 

827. 



f- 



r dx r 



und 

^ — —- ^- — lassen sich auch, für vorkommende Fälle, allge- 
x^'\'px + q 

meine Formeln aufstellen, jedoch muss man dann zwei Fälle 

unterscheiden, wo die einfachen Factoren des Nenners reell 

oder imaginär sind. 

1. Wenn die Wurzeln imaginär sind, mithin, wenn q 

positiv, —<iq ist.*) Dann setze man, um die hier unbe- 
quemen imaginären Grössen zu vermeiden, 

*) Aus x*+px + q^O folgt aJ=— {p±l/f J — 21- 
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{x+hpY+q—'^ 

Setzt man einstweilen q — ^ = «^; ^+ip=^; mithin 



dx=du^ so ist 



c dx r c 



du 1 ^ u 

arctg — 



nnd, wenn man fiir u und a ihre Werthe zurücksetzt. 



/^ 



a^+px + q ■\/4q—p2 y^^pS 



So ist z. B. / ,_^^ . o =:7i7^rctg 



2^+3~y2*^^'^ y2 • 



pS 
Wäre 9='^, also 4} — p^«=0, so wäre der Nenner ein 

r dx 1 

vollkommenes Quadrat und es ist dann / . .g = ^ . 

J \^i •2P) ^"j-jp 

2. Wenn die Wurzeln reell sind, mithin q entweder negativ, 

oder wenn positiv, dann doch ^>,, setze man 
r dx r dx r du l , f u — a \ 

j x^ +po^—q~ J {x+\pY—(^^^ q)~ }y'^-o.^~^ XH^A 

dx 1 j 2x'\-p — Vp^+4g , V 

— — . - in . b / - • • • • \*y 

x^+px — q yp^-^^q 2x'\-p'\-yp^+^q 



L 



^ ■"' - '^ f^r^-,i-it 



— 3^ 



+ 6. 

Die allgemeine Formel für das zweite Integral ergieot 
sich nun sehr leicht. Es ist nämlich 

xdx 



r xdx / 

jx^+px+q liäs+^pY + q—^ 

und, wenn man x+^p=Uy also x=^u — \py dx=du und 

P^ 
q — ^ = ö5* setzt, 

r xdx r(u — ip)du r iidu ^ f du 

jx^+px + q~j u'^ + a^ ~ju^ + ä^~^^Ju^+a^' 

I xdx I djX 
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wo nun das Integral rechter Hand, je nachdem y^^?^ ^*^^ 

Formel (1) oder (2) zu nehmen ist. 

Für das dritte Integral hat man jetzt 

r(Aa + 'B)da! . C xdx „ f ^ 

J a^ + px + q j x^+px + q ) x^+px+q^ 

J a;^+px+q ^ ^ ^ :f/ \ 2 /jx^-^-px + q ^^ 

328. 

Um das Integral von . ^ ^.^ zu erhalten ; welches auf 

\X -T"ö j 

verschiedene Weise gefunden worden, ist es am bequemsten, die 
theilweise Integration anzuwenden. Man hat nämlich (§ 201) 

f{x^ + a^yndx = (ä?» 4- a^)-^x —Ix. — n{x^ + a«)-(~+i)2^d^ 

/dx __ • X i_o r ^^^ 
{x^ + a'f ~ {x^ + a^y^ "^ /(a;2-Ha«)"+i 

- +^^ \^Z In^i 'dx, 



r(x^+a^-. 
] (x^ + a^y 



{x^+a^y * ; (x^ + a^y+^ 
f dx _ X r dx g T dx 

] (x^-ta^y^ {x^ + a^y'^ J {x^ -ta^)'' J(x^ + a^y+^' 

Diese Gleichung auf das letzte Integral rechter Hand reducirt: 
I dx X I dx 

^''''J(x^ + a^y+^^ix^+a^y'^^^''~^^l{x^+a^y' 

r dx 1 X 2n — \r dx 

){x^ + a^Y+^~ lahi' {x^+a^Y^ 2a^nJ(x^+aY 

Setzt man jetzt m+ l=m, mithin w==w — 1, so erhält man 
folgende sogenannte Keductionsformel : 

'J(x^ + a^y ~ 2{m—l)a^' {x^-^-a^y-^^ 2{m—l)ay (x^+aY'^^ 
nach welcher man das ursprüngliche Integral auf ein anderes 
von derselben Form reducirt, in welchem der Exponent m um 
eine Einheit niedriger ist. Durch wiederholte Anwendung 
dieser Formel kommt man, weil m eine ganze Zahl, zuletzt 
auf das bekannte Integral 

dx 1 . X 



(-■ 



= — arc tff — . 
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Man hat z. E. für m=3 



/( 



r dx 1 X Z f dx 

r dx 1 ^ A^ ^ f ^ 

J {x^ + ay~2^' x^+ a^'^2^jj^ + a^ 

1 X ,11 ^ X .,, . 

=^r-ö- 2 i 2 + ^~2~~^^%~^ mithin 
2a* x^ + a^ 2a* a °a 

+ ^::47:::2:t:::t^ + ^-t arc tg 



5 -a 



r da? 

Anmerkung. Das Integral ly-j-r — TT"^ \Ä^^i sich leicht 

auf die vorstehende Beductionsformel zurückfahren. Man hat 
nämlich; wenn man x + \p=^Uy dx^=du und q — ^^=a^ setzt^ 

r dx r dx /* du 

lö^^+^^^^qjr^~] 

329. 

Ganz auf dieselbe Weise findet man auch die folgende 
Eeductionsformel : 

^j r dx X ' 2m — 3 r dx 

l{a^—x^)'^^ 2(m—\)a^.(a^—x^)^^ "^ 2(m— 1)^/ (ä*— Tr 2)mT- 

Hiebei kommt man zuletzt auf das bekannte Integral 



[^ 



dx 1 ja-\-x 



q2 — J.2 2a a — Ä* 
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CS j. j. xPdx „ . xdx 

Setzt man -7—^— — ^^=^^"1: 



und ^-s ^^=^"*: 



nennt den ersten Factor u, den andern dv^ und integrirt nach 
§201; so -erhält man noch folgende zwei Reductionsformeln: . 

ni f ^^ = ^I?^ y>— 1 r /i^-^cfo ? 

• J (^2+««)"»" 2(m— l)(a?*+a2)»""i'^ 2(m— l)J(a?«+a2)"*-^' 



• / (a«— ^2)m — 2(^ _ 1) (a2 _ a;2)«-i 2(m—i)] {a 



aiP-y.x 



2 «,2\m-r 



x^y 
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331. 

Das Integra] von -- — -,dx findet man durch Zerlegung 

des Factors von da in Partialbrüche. 

Zufolge Analysis § 131 sind sämmtliche nWurzeln der 
Gleichung ^»•— 1 = durch die Formel 

2k7t , . . 2k7C 

Ä?=cos i- tsm 

n n 

gegeben, indem man hierin^ je nachdem n gerade oder un- 
gerade, k = 0, l, 2, 3 |w oder ^«=0, 1, 2, 3 i(w— 

setzt. Die zweitheiligen einfachen Factoren von a?** — 1 , d. h. 
die Nenner der gesuchten Partialbrüche sind mithin: 

2kTC . . 2k7t 

X — cos tsm , 

?i n 

2kn , . . 2k7t 

X — cos h i sm . 

. n n 

Ist n gerade, so giebt es für k=^ und A=|n zwei reelle 
Nenner x — 1 und a?+l, die andern sind alle gepaart. Ist n 
ungerade, so giebt es nur einen reellen Neimer, nämlich x — 1, 
fiir A;s»o. Die andern Nenner, sind gepaart vorhanden. 

Seien nun A^ , Ag . . . A^» die Zähler der nPartialbrüche, 
welche, weil di^ Nenner Formen ersten Grades sind, nothwen- 
dig constant sein müssen (Anal. § 142), so hat man 

x^ Aj A2 Aß 



•(0 



Ä«— 1 x—i 27t . . 27r ' 27t , , . 27t 

X — cos- tsm — X — cos j-^sm -- 

n n n n 

+ ^ + ^ 

\7t , . 47t 47r , . . 47r 

X — cos 1 sm — X — cos h * wn — 

n n . n n 

+ 

Ist w ungerade, so sind, den ersten Bruch ^ ausge- 
nommen,, je zwei Brüche gepaart vorhanden. Ist n gerade, so 

A A 

ist der erste Bruch — ^ uud der letzte " 



Ä— 1 Ä+l* 

Um den 21ähler A^ zu finden, multiplicire mau die ganze 
Gleichung mit x — 1 und setze dann x^^i (Anal. § 143), dann 
ist (weil X — 1 = und x^ — l = ö), 
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Ai = ^$Er = |, mithin (§81) 



A,= 






Ai= — (weil «••=1 und al^^=\). 
n 

Um Ao zu finden, multiplidre man mit a — cos isin — 

und setze dann 4j==cos^ [-i&m — , dann ist (weil ^" = 1) 

n n ^ 



A,= 



af . l a — cos isxn — J 

\ n n / 



"■2 



a^' — l 



0^ 
0' 



A.= 



X — cos i sin — ) pa^'^ + x^ 



n 



n J 



^2 



X^ 



* w^'^ nx^ 



( 27r , . . 27rV+i 
., (cos h*8Ui — 1 



,n 



n 



A,=-l{co8?iH±Ü£f+i8in?^-'^} (Anal. § 88). 



Ebenso hat man 



2(£±lV_,-»5„2(£+l>r 



A3 = -l{c, 

w l n n J 



Sind allgemein M und N die Zähler zweier Brüche 

2lt7t 2k7t 

mit den gepaarten Nennern x — cos i sin und 

n n 

2h7t . . . 2kiv 
X — cos hism— "t — ? so ist 



n 



M=-L 

n 



N: 



1 



n 



n 

cos 

cos 



n n J 

n y 



— zsm 



und die beiden Brüche selbst also 
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— .cos — — -irr-\ .tsm — ^^— ^ — -tr 

n n n n 

2* . . 2k ' 

X — coB — 7t — tsm 7t 

n n 

— .cos— ^^^- -7t .tarn — ^^— J — ^TT 

n n n n 

2k . . . 2* '' 

d?— COB — TT + tBin — 7t 

n n 



A + Bt 
a — a — ßi 



A— Bt 



addirt man beide Brüche, indem man, wie angedeutet, jles be- 
quemem Schreibens halber^ A, B, a, ß als Stellvertreter setzt, 
so ist 

A+Bt A— Bi ^ 2A(a:— g) 2B/ ? 

a—a—ßi^a—a+ßi~{a—ay'^ß^ (a-^ay+ß^ ' 

multiplicirt man jeden der beiden gepaarten Brüche oder ihre 
rechter Hand stehende Summe mit dx und integrirt, so ist 
das Integral 

=AZ[(^c— a)«+/?«l — 2Barc1g?=^, 

oder, f)ir A, B, a, /? ihre Werthe zurückgesetzt und beachtet, 

dass cos* — TT+Bin* — 7r==l, 
n n 

i 1 2k{p+l) Y o « 2k ,\\ 

H cos— ^^^ ^7t.l[a* — 2^. cos TT+l 1 

n n \ n / 



2 . 2i(p+l) 

sm — ^^ ^TT . arc te 

n n ^ 



2k 

X — cos 7t 

n 

. 2k 
sm — ft 
n 



\. 



Denkt man sich die Gleichung (1) mit da multiplicirt und 
integrirt, so giebt vorstehende Formel, indem man darin k 
= 1, 2, 3. . setzt, die Summe der Integrale von je zwei ge- 
paarten Brüchen. Setzt man A;»:0, so erhält man das Integral 

1 r da 1 

des ersten Bruches — ./ - = — l(a — 1) doppelt. Dies ist 

n Ja — 1 n ^ / rr 

natürlich, weil wir bei der paarweisen Vereinigung der Brüche 
den ersten als zweimal vorhanden fingirt haben, nämlich 



1 



1 



..+ 



2 a—1 



n 'a—l — O.i^ n 'a—l + O.i n ' («:— 1)* 
mit da multiplicirt und integrirt, ist das Integral also 

= — l(a—iy^ — l{x—l) statt —l(x—\\ 



Lübaen, InflnitMimal-Rechnimg. 6. Aufl. 
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Aus demselben Ghrunde ist; wenn n gerade, auch der 

letzte Bruch, ^) — . — r---, bei diesem paarweisen Zusammen- 

fassen als zweimal vorhanden angenommen. Dies berücksich- 
tigt; hat man folgende allgemeine Beductionsformel : 



f . 1 2*(ü+l) / , « 2A . \] 

H cos ^ ^^.Z(ä*— 2«.C0S— TT+l) 

n n \ , n J 



I. 




2Ä: 

A Ä»/ • -\ ^— cos 7t 

sm — ^TT.arctg — 

n n ^ 



. 2k 

sm TT 

worin k = 0, 1, 2, 3 |n zu setzen und vom ersten positiven 

Theil jedesmal die Hälfte zu nehmen ist, wenn der zweite 
negative Theil Terschwindet, was, wenn n ungerade, f&r £«»0; 
und wenn n gerade, für k^s^O und ioa^n der Fall ist 

Ganz auf dieselbe Weise findet man folgende Reduetions- 
formel (Analysis § 135): 

f L (2ifefl)(y4-l) / , « 2*4-1 . \1 

OOS^^ —^-^ ^TT.fl^?*— 2JJ.C0S 7t+\ ) 

n n \ n / 




a^dx 



2A:-hl 
2 . (2ii:+l)(p+l) , ^-cos-^ ^ 



sm 



n 



TT 



bei welcher für ein ungerades n dieselben Bemerkungen gelten. 

3 \ 

Beispiel. Sei p = 0, «=3, so ist für A-aO, — ^— 

i-j — 7=i.i% — 1)*H-|.cos|^.Z(ä* — 2d?.cos|7r+l) 



« • o X ^ — COSiTT 

-IsmiTr.arctg , .^ , 



/ 



1 



^=1 z_fcl)!._ 



.arctg 



SmfTT 

2a?+l 



ya • 



*) Den Zähler dieses Bruches findet man ebenso, wie den des ersten. 
Multiplicirt man nämlich die Gleichung (1) mit x-^-i und setzt dann 
x= — 1, so ist 

a^{x+\) _ jr^ _ a?P+^ _ 1 



A.= 



n 
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Anmerkung. Die beiden Formen 

äJ^dx a^dx 



lassen sich leicht auf die rorhergehenden zurückfuhren^ indem 
man im ersten Fall x=^au und im andern ^sru.1/ — setzt. 

332. 

Die im vorhargehenden § erwähnten Functionen lassen sich 
oftmals leichter durch Substitutionen integriren. Man hat z. B.: 

[x'^dx _\ f" d.x^ 1 r_du_ 1 



r xdx 1 f d.x^ i r du 



i) 



xdx l^jU — a 1 'X* — a* 



x^ — a* 4a u+a 4a* Ä*+a** 



n. Integration der irrationalen Funetionen. 

333. 

Wir haben schon § 207 bemerkt^ dass es nur sehr wenige 
irrationale Functionen giebt; deren Integral sich in geschlos- 
sener Form darstellen lässt^ aus dem einfachen Grunde ^ weil 
in den meisten Fällen eine solche Form gar nicht exislirt. Zu 
jenen wenigen irrationalen Functionen gehört die folgende^ das 
sogenannte binöimsche Differential ^ welches sich unter zwei 
dazu günstigen Umständen rational machen lässt^ nämlich: 

p_ 
x^{a + ba^)^dxj 

wo m, Vy p, q ganze oder gebrochene, positive oder negative 
Zahlen sein mögen. 

Erster Fall. Wenn eine ganze positive oder nega- 
tive Zahl iety dann setze 



1 



a + 6x« s= z^y mithin x »=» ~ — |— * 
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m I 



— 1 



ar=:- — ^^-^^— und dx=^ ""^i j 

Ist non^ wie Toraasgesetzt, eine ganze positive Zahl, 

so kann man das Binom unter dem Integralzeichen entwickehi 
imd hat dann nur dne IMhe von Potenzen zu inte^rireti. Ist 

eine ganze negative Zahl, so erhält man eine rational 

gebrochene Function. 

Zweiter FalL Wenn + — eine ganze positive oder 

negative Zahl ist, dann setze man, weil 

b + cuxr^^^z^f 
so wird die Fuiietton, indem man in dem vorhergebenden In- 



tegral wi + -^ in w, — n in .«, a in ft und 6 in a verwandelt, 

also rational, wenn +-^ eine ganze Zahl ist. 

n q ^ 

Beispiel 1. In Ix^a^+x^y^dx ist m=3, n=2, ^ ==— J, 
= 2. Man setze also 



n 



. JVß*+^' /^ ^ 3 ' 

Beispiel a. In /L« (a»+ «*)-* • <& ist ^^^ + ^ = — i . 

/ n j 



826 

Man setze also 

* l-t-a\c ^=2?*; 4?«s r: cm?«»*— — — »■• 



334. 

Folgende sechs Beductionsformeln mögen noch bemerkt 
w^den, durch deren wiederholte Anwendung das binomische 
Integral 



jaf^(a 



4- bx'^ydx^ 



wenii die Rationalisirung nicht möglich ist; in günstigen Fällen 
auf ein beka^tes oder doch einfacheres Integral zuirUckgefllhrt 
werden kann (m, n, p sind beliebig und p jedenfalls ein Bruoh)» 
Es ist zuerst 

faf\a + ba^ydäß^ L«-"+i . (a + 6^)p A"-icto^ 
und durch theilweise Integration 




I I ar{a+bai^ydai 



nb(p + l) 



Nach dieser Formel kann man also gleichzeitig den \Ex- 
ponenten p yergrössem und m verkleinern. \ 

Entwickelt man das rechter Hand stehende Integral, so ist 

m — n + 1 




r^'ia+b^y+^d.^i „A(p + 1) 



Wl — f* + 



j /I^^Ca + ft^yrfar 



und wenn man m^^n^^^m', p4-l*4jt)', mithin m=a:^w' + n, 
ps=:p' — ^1 setzt und hernach die Accente wieder wegliest, 
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II. I a^{a^ba^yda= 



+ 






Will man bloss m verkleinern; oline p zu ändern, so setze 
man das rechter Hand stehende Integral in I.; nämlich: 



-/' 



aaf*''^{a+ bx**y+ baf*^. (a + ba^y\dx 



= aljf^^*^(a 



-"(a + bx*ydx + blaf^(a+ ba^ydx 



hlaf^{a 



Substituirt man die rechte Seite statt der linken in L, 
fasst dann die beiden gleichnamigen Integrale in ein Glied 

zusammen und beachtet, dass 1 + — 7 — 7-7^-'= — . . ^v > so 
kommt nach gehöriger Redaetion 




+ 



in. \ a^{a\'bx*'ydx=< 



a{m — n+1) 



\!' 



^~".(a4-ft^)'öLr. 



(fcm+np^l) 



Keducirt man diese Formel auf das Integral rechter Hand,, 
so ist 




+ 



a:«-«.(o+*j;*0^^=^ 



^-«+i(a4-fc>c>»)H-i 

a{m — n+ 1) 
b{m+np+\) 



^^[x^a+ba^ydx, 



und, wenn man m— «=m', also «n=m' + n setzt und h^macb 
den Accent wieder weglässt, 



+ 



/c«»+^(a+&x'»)H-i 



IV. I af^(2+bx*'yda:=i< 



a(w+l) 
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Will man p rergrösserii; ohne m zu verändern^ so setze 
man in IV.: 

O Du 



rßf^n (^ ^ hx^'Y = ar(a + 6ä")«'+i — j ü^{a + bx^^y, 



so ißt I af*^^ , (a + ba:*^yda! ==: 






•+- baf^ydx. 



Substituirt man die rechte Seite statt der linken in lY. 
und fiftsst dann die gleichnamigen Integrale in Eins zusammen^ 
so hat man nach gehöriger Reduction 




V. \ af'{a+bx''ydx=< 






+ 



m 



^?^f<'+^y"-^- 



Um p zu verkleinern; ohne m zu verändern, reducire mi^ 
V. auf das Integral rechter Hand, so hat man 




a'^a + ba^Y^^dx = 



1 



+ 



+ 



m-\-n + np+l 
awXp+1) 



m'\-n + np + 



-ia!'^{a+ba^yda. - 



Setzt man jt?+ 1 =/:>', also/>=p' — 1, und lässt im Re- 
sultat den Accent wieder weg, so ist 




VI I af'.{a + ba*'ydx 



J 



+ 



m 4" fip + 1 



+ 



anp 



m + np-j- 



j äf^(a 



+ ba^y^^da. 



Anmerkung. Sollte eine dieser 6 Reductionsibrmeln ein 
Glieds» .00 geben, so ist die Formel unbrauchbar. Es ist dies 
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dann aber ein Zeichen 9 daas das binomische Differential sich 
rational machen lässt und nach § 333 integrirt werden kann. 

886. 

AuCsabe. Man soll das Integral 






finden; wenn m eine ganze Zahl ist. 

Auflösung. Hier passt offenbar die Formel DI. (§ 33 4)^ 
indem hier a?« =2, ps=s — \ ist, daher 

f af^dx ar-Wx—a* m — XCaf^^d x 

Durch Wiederholung dieser Reduction wird der Exponent 
m jedeBmal um zwei Einhdteu kiemer und maa kommt zuletzt, je 
nachdem m gerade oder ungerade ist, auf die bekannten Integrale 

r da . r xdx ,/- 1 

/-7==arcsm«: / , = — Vi — x\ 

jyi=^ jVl=^ 

Es ist hier also allgemein 

1) m gerade: 

jyi — a* [m (m-2).m ^ 2.4.6 m J 

. 1.3,5. ..(w—l) 

+ z: ^ ' arc sm x : 

2.4.6 m 

2) m ungerade: 

fj^ü^^ yi=:^4l^n..i^.l:Kl)^m.8 . 1.2.4.6...(m-l) i 

jYll^a^ [m (m-2).TO " 1.3.5.7 mj 

Hiemach hat man z. B. 



arcsmo?; 



C x^dx ,/r Sx*^ ,1.4 . , 1.2.41 
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Avttßlb: lC«n adl das Integral 

dx 



h 



finden^ wenn m eine ganze Zahl ist. 

Auflösung. Nach Formel lY. (§ 334) hat man 

Cx-^da ^ jr«H-iyt— ^« tn—2rar^idiB 
JVI— ««" — m+1 m— lyyiZipr* 

Durch Wiederholung dieser Reduction kommt man zuletzt; 
wenn m ungerade ist^ auf 



ß 



dm 



Um dies Integral zu finden, setze man 



Vi— ««=«, «—Vi—««, <i«= — 



Vi=:i»' 



r__dm__ r dz . 1— z 

Beispiel L /— J===:— ^.yr^+i/— Ä= 



/; 



eir Vl-o?» . , ,/l— Vi— ^« 



-+i<^=^*)- 



Beiapiel 



«»yr=^ 2«» 

yr=^ 



r <i« , / — = VI— «• 

/«*vi — «* * 
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887. 



Schliesslich betrachten wir noch als hieher gek(hreiid das 
in der Mechai^ik vorkommende Differential 

wo 771 eine ganze Zahl ist ^ 

Durch Umformung desselben in 

a^,ar^{a — ar)~i€te»=A"'-"i(a — x)^^da hat man 

mithin nach § 334^ Formel III.; indem hier n^ml^ is« — i^ 

p= — i ist und m — ^ statt m steht; 

I ^ m j ^ 

oder, weil d?T^ = «"^^«4 und «"^4 = ä*"7^ a?-* , 

Durch Wiederholung dieser Reduction wird der Exponent 
m jedesmal um eine Einheit kleiner , und man kommt zuletzt 
auf das aus § 20 7, 2, bekannte Integral 

. 2a — a 
= arcsm . 



r dx ^ 



m, Integration der Kreiafünotionen. 

338. 

Um zunächst die Integrale der Ereisfunctionen 

sin*"Ä?.cos";rrf^, sin^x.dx, coB^xdx 

zu finden ; wo m und n ganze positive oder negative Zahlen 
sind; könnte man 

8in^=w, mithin cos ^ = Vi — u* und dx»^-j=== 

VI— tt* 

setzen; und dann unmittelbar die in § 834 aufgestellten fie- 
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ductionaformeln anwenden. Man kann hier aber auch folgen- 
dermaassen verfahren. £0 iet zuerst 

8in**.t? . CO»** adjc = sin*"" ^a . cob*ä; sin ada , 

folglich nach der theilweisen Integration: 

f /• « « j sin**"iÄr.C0B*«+ia: , m — IP. ^.g ^^ , 

I. / sin^o? coB^ada =» ; r— / sin*" ^c . cos*+*^a.a?. 

J . »i+l w+1/ 

Durch diese Reduction wird der Exponent n jedesmal 
um zwei Einheiten vergrössert und gleichzeitig m um zwei 
Einheiten verkleinert; was zu Statten kommt; wenn n negativ 
und m positiv ist 

Will man bloss m verkleinem; ohne n zu verändern; so 
setze man in 1. 

cos»*+2^ SB co8"a?( l — 8in*a?) = cos"j? — cos**^ . sin*^ , 

so kommt nach gehöriger Beduction 

II. / sin**« cos**j;^ = \ 1 ; — / sin***"^ . cos**arrf;c. 

Keducirt man diese Formel auf das Integral rechter Hand^ 
setzt dann m — 2*=m', also m^=m*'\-2 und schreibt zuletzt 
wieder m statt m', so ist 

r. ^ ^ , sin^^^o? cos*^^4? 
/sin'*a?cos*'i 



in. /sin'*a?cos*'a?<te' 



w»+ 1 

H ?" *|" jBm'^^a cos" adx. 



m 



Reducirt man Formel I. auf das Integral rechter Hand^ 
setzt m — 2=m', 7^ + 2 = n' etc., so ist 

r^r C' ^ « j sin"H-l^.C0S""-^X 

IV. /sm^^cccos^^rda?« — 



/■ 



m+1 

H r— -/8in"»+^a?^cos"-2^da?. 

m+1 / ^ 

Setzt man hierin 

fäjü^^x «= 8in*"ar(l — cos*j?) = sin*"4? — sin"'^: . cos'^ , 
so erhält man durch eine ähnliche Keduction wie fUr Formel II. 

TT /*• « « j sin**+"iÄ? cos**""^^ , n — 1 /*. ^ « o j 

V. /8iD*".rcos*»a?aa?«« ; ; — /sm"»ÄC0B"-%?cfer, 

J m + n m+nj 
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Bedncirt man diese Formel auf das Integral rechter Hand 
und setzt dami n statt n — 2, mithin n-|-2 statt 9?^ so ist 

VI. /sm"'a?cos**^ad?«" 



[. JBixi^a 



«+1 
+ *" TT — /»in"*« cos*+?*dr. 
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Setzt man in die 11^ der vorstehenden sechs Reductions- 
formein na:0, so hat man 

/*. ^ j sin**"'^j?.cosj? / m— ir. -.^o^, 

I m m J 

und durch Wiederholung dieser Reduction 

r« «t Ä j sin^^-^arcosd? , m — 3 C . „ . , 



1) m gerade: 

¥ I • «. j «>•«[. , . ro— 1 .Oll 3.5.(m— 3)(m— I) . 1 

/ *** L m—^ 2.4..(i»— 4) (m— 2) J 



. 1.3.5....(m— 3)(m-l) ^ 
2.4.6 («»'—2)1» 



2) m ungerade: 

Setzt man in Formel 11. § 338, fn^^O; so ^ebt dieselbe 

1) n gerade: 

TTT r j 8iüa:r , , II— 1 , , , 3.5..(n— S)(n— 1) 1 
J n L ^n— 2 ^ ^ 2.4..(n— 4)(n— 2) J 

, 1.3....(n— 3)(n— 1) 
'*"2.4 (n-.2)n^' 

2) n ungerade: 

rwT 1 j 8iii»r , , n — 1 _„ , , r2.4....(n— 3)(ii— 1)1 



333 



IV. Integration einiger tranaoendenten Functionen. 

340. 

Die einzige Regel ^ welche sich fUr die Integration trans- 
cendenter Differentiale geben lässt, ist: die theilweise Inte- 
gration oder Substitationen zu versuchen. Ein paar der wich- 
tigsten Fälle wollen wir hier mittheilen. Man hat z. B. durch 
theilweise Integration 

I^BinnxdxesmBhinx.e^ — nje*,coßnada, 

/«*C0B nadx = cos nx . «•+ n It^ . sin nada:. 

Multiplicirt man letztere Gleichung mit — n und addirt 
sie dann zur ersten und fasst die gleichnamigen Integrale in 
Eins zusammen etc.^ so hat man 

r. . , ^/Bmna — ncosnxx 

Multijdicirt man dagegen die erstere Gleichung mit n und 
addirt sie dann zur zweiten, so hat man zugleich auch 

r„ , ^ /cos na? +n sin nx\ 
/««cos nxdx=(^i^ j-^ y 

Ebenso findet man 

I x*^'^ Bin ada =^ — a**'\coüa+(n — \)la^'^co%xdXy 

mithin die Reductionsformeln 

/«•*.cos^(iF = Ä?*'"^(A'sinx-|-ncosd?) — n{n — 1) /^"'^cos^cdry 

/x** . sin ada=:a**'\'- a cos x+n sin x) — n (n — 1) /^*"2 sin xdx, 

V 

Beispiele: 

1- /$^'**-/-?^Fr<'*=K«'+«-)- 
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2. /';rt.(te)-=(^!^i^ ^/;«.(te)«:idir. 

J ^ ^ «i+l m+lj ' 

/(l + *)«"=/ l + x /(!+ *)«''''' 

H-;c 1 + a? ^y(l+^)« 

Letztere beiden Gleichungen addirt^ kommt 

Te* . xdx «* 

341. 

Folgende beiden Integrale verdienen noch bemerkt zu 
werden^ nämlich: 

/ßin(ma? + w)co8(».r+g)da? und / — r-^ . 

y ^ ^ ^ ^' ja+bcoBa 

Man hat (Trigon. § 100, 38) 
/sin (?7M? + n). cos (päs+q)dae^^ j sin [(m + p)«H- n + y]<fa? 

+ \ I Bm[{m—p)a + n — q]da, 
/sin («i^ + n) cos {pa +q,da! 



cos[(i/i — p)x'i-n — g] 

2(m—p) 



Für das andere Integral hat man, cos^|^ — sin^|;t; statt 
cosa gesetzt; 

r da ^r dx 

J a + bcOBx I a-f-6cos*^a? — ftsin^^A* 



C08*|ä 



^ +6— ft.tg^ij. 



cos^-J^ 
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dx 



ja+b.ooBa J a+b + (a'-b)tg^a ^^'^ 

Ist nun erstens a^b, dann ist 



dx 2 I <?.tg|j? 2 I d« 



a + ftcoso: a — b f a+6 , . », öj — 61 a+ft , , 



2 ^ /a+^N^ 




Va«— Ä> 



Ist aber zweitens a<C6; dann hat man aus (1) 



da 2 1 (i.tg^o; 2 / da 




a+6cosa? 6— «/H-a 6— af b + a ^ 



.z 



/^y6+a + t<y6— g 



a — uyb — aJ 



Ist endlich drittens a = b, so hat man 

f dx \ (dx JL + 1 

ja(\+C0Bx) 2ajcoB^ix'^ a ' ®*^' 



Dreiiindzwanzigstes Buch. 



Eigenschaften bestimmter Integrale. 



342. 

üiB ist bereits erklärt^ was man unter bestimmtem In- 
tegral versteht^ und wie dasselbe aus dem unbestimmten oder 
allgemeinen Integrale gefunden wird (§| 22 1, 222). Ist nämlich 



p 



J(ai)da=F{ai) + C, so ist 



X 



' 



/(x)dx=F(x)—F(a!o), 



*0 

wobei jedoch die nothwendigen Bedingungen zu berücksichtigen 
sind; dass: 1) /(üs) nicht vieldeutig ist und sowohl für die 
Grenzen selbst, als audi innerhalb des ganzen Intervalls a — xq 
stets continuirlich sein muss, also weder imaginär noch unend- 
lich wird, und 2) dass f(x) innerhalb des Intervalls immer 
dasselbe Vorzeichen hat (§ 234). 

Der Anfänger wird wohl thun, a als Abscisfi^e, /{x) als 
Ordinate und das bestimmte Integral als Summe unendlich 
schmaler Eechtecke zu denken. 

343. 

Hat f(x) in gleichen Entfernungen (links und rechts) von 
der Mitte des Intervalls gleiche WerthC; so braucht man nur 
das Integral von der Mitte bis zu Ende oder von Anfang bis 
zur Mitte des Intervalls doppelt zu nehmen. Man hat z. B. aus 
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/■ 



cosxdlar = sin .1?+ C , 
I cosj:da=2 I C0Ba!da=2, 

71 \n 



Sind aber die erwähnten^ von der Mitte gleichweit ent- 
fernten Werthe von entgegengesetzten Vorzeichen; so besteht 
das Integral aus zwei gleichen entgegengesetzten Summen und 
ist also nicht in geometrischem^ sondern in rein arithmetischem 
Sinne genommen; =0; z. B. 

n 

cosa?e2^=:0. 



/« 



344. 

Die bestimmten Integrale fähren oftmals auf unerwartete; 
sehr merkwürdige Resultate. Ein paar Beispiele mögen ge- 
nügen dies zu zeigen 9 indem wir wegen weiterer Verfolgung 
dieses unerschöpflichen Gegenstandes auf grössere Werke der 
Integralrechnung; z. B. Cauchj's; oder auf Minding' s 
Integraltafeln verweisen. 

345. 

Aufgabe« Man suche den Werth des folgenden bestiinm- 
ten Integrals 

dx 



k 





AuflÖBung. Zufolge § 328 Formel I. hat man (n als ganze 
Zahl genommen): 

C dx 1 ^ o. ^^ — ^ / ^ 

der vom Integralzeichen befreite Theil wird für jede der beiden 
angegebenen Grenzen =0. -Wir können ihn also weglassen 
und haben dann successive 

Lftbien, Infimtesimal-Seclinaiig. 5. Aufl. 22 
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00. 00 



f dx 2n—^ r dx 




00 00 



/' dx ^ 2n— 5 f dx 
(1 +i»)«-i ■" 2n— 4j( l+««)"-2 ' 



00 00 



Ki+x*)*- 


~V 


n+a* 












00 


dx 




7t 



J1+«* 2' 



Multiplicireii wir diese Gleichungen mit einander und lassen 
dann beiderseits die sich hebenden Factoren weg; so ist 



00 



dx _1.3.5 (2n— 3) 7t 



(1 + «0- 2.4.6 (2n— 2) ' 2 ' 



346. 

AuflB^be. Man suche den Werth des Integrals 



00 



fer'^x' 



o 



Auflösung. Man hat hier zuerst 

/«" . e-*dx= — «" . e-*+n le-* . a*^-^dx, 

hieraus folgt für die angegebenen Grenzen (§201) successive: 



00 00 










00 00. 



le^^xdx^s^ 1 . je-^dx 
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«-»«ie—l, 



/■ 

folglich durch Multiplication etc. 



CO 

/' 



e~*a?»*(ir = 1.2.3... (n— 1 )«. 



347. 

Aufgabe. Man suche sowohl für ein gerades als auch 
ungerades n den Werth des Integrals 



X 



Auflösung. Zufolge § 335 hat man für: 

1) n gerade 

a*^dx 1.3.5 (n — l) 7t ^ 

yT^P~2.4.6 TT. ....w*~2"*' 



1 



1 

/ 



2) n ungerade 

x*'da _ 2.4.6 (n—i) 

yiZr^Ä— 3.5.7 



n 



Anmerkung. Weil in beiden Integralen für die äusserste 

obere Grenze unstetig wird, so scheint hier ein Ver- 

Vl — x^ 

stoss gegen die § 342 erwähnte Bedingung gemacht zu sein. 

Die Richtigkeit des Integrals ergiebt sich aber, wenn man 

dasselbe als eine asymptotische Fläche betrachtet, wie in § 229 

oder auch zufolge § 223, Anmerkung. 

348. 

' Weil die Potenzen von echten Brüchen desto kleiner wer- 
den, je grösser der Exponent ist, so ist fiir alle Werthe von 
a zwischen und 1 von folgenden drei Functionen: 

Vi—a*' yr=^' yi^^ 

die erste grösser, die letzte kleiner als die mittlere. Dasselbe 

22* 
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gilt offenbar auch^ indem man ein Integral als Summe be- 
trachtet, von den drei Integralen 

111 

/yr=i^' jYY^^^^' /yri::^' 

u 

Sei nun n eine gerade, mithin n — 1 und auch n+\ eine 
ungerade Zahl, so ist nach vorhergehendem Paragraph 



1 

x'^'.^dx _ 2.4.6.8 (w— 4) (n— 2) 

yi—a^ ~ 3.5.7.9 (n— 3)(n— 1)' 



1 

/ 



1 

/ af'.dx _ 1.3.5.7 (w— 3)(n— 1) ^ 
Y\—x^ ""2.4.6.8 {n—2)7nY^ 





1 

/■ 



x**+^dx ^ 2.4.6.8 (w— 2) n 

yi ^2 3.5.7.9 (n — l)'n+r 



Das letzte Integral weicht vom erstem nur in dem Factor 

— — r ab. Für ein sehr grosses n werden beide Integrale 

näherungsweise und fiir w = oo vollkommen gleich, weil dann 

der Bruch — rr'^' r = r = l wird. Das zwischen bei- i 

^+A 1+1 1+' 



00 



den liegende mittlere Integral wird also flir n == oo jedem gleich. 
Dies giebt uns nun den bereits von Wallis gefundenen merk- 
würdigen Ausdruck für die Zahl 7t, Es ist i^ämlich, wenn 
man die Factorreihen bis ins Unendliche fortlaufen lässt, 

TT 2.2.4.4.6.6.8.8 



^ l.u.d.D.v. f . • . V . ... 



349. 

Von wissenschaftlichem Interesse, namentlich für die Wahr- 
scheinUchkeitsrechnung, ist die Bestimmung des Integrals 

-fco 

^e-^'.dx. 



f 



— » 
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Dieses Integral Ifisst sich auf veracliiedeue Weise finden. 
Wir wählen hier Caachy's Verfahren, welches £iicke im 
Berliner astronomischen Jahrbuch i\ir 1334 mittheitt. 

Cauchy betrachtet daselbst zuerst das doppelte Integral 



HI'- 



+^'^ydxd^/, 



welches in geometrischem Sinne das Volumen eines Körpers 
bedeutet^ tUr dessen Oberfläche 

z=«-t''+i")=e-«'.«-i'' (i) 

die Gleichung ist, und wo also ^, y ganz unabhängig verän- 
derliche OrÖaseo sind, die sich beide von bis + so erstrecken, 
mithin dieselben Integrationsgrenzen haben. 

Integrirt man erst in Bezug auf ^ und setzt einstweilen 
den Werth des uabekannten Integrals 



} 



i"rfy=L, so ist offenbar 



+1. -HD +a. 

mithin, wenn man jetzt nach x integrirt, V = L^ (s) 

Denkt man sich in der Glei- 
chung (1) .y^O and dann fUr x 
alle möglichen Werthe von x^O 
bis «=+ 00 gesetzt, so erhält man 
einen durch die Achsen der x und 
z gelegten Durchschnitt (eine asym- 
ptotische Fläche, wovon nur die 
eine Hälfte ABK dargestellt ist). 

Es ist nun leicht einzusehen, 
dass alle Durchschnitte durch die Achse der z einander voll- 
kommen gleich sind; denn die Entfernung eines Punctes, Q, 
in der Ebene der x, y ist ^"/vc'-f-)/*. Alle Functe in der 
Ebene der x, y, die gleichweit, um AQ = r, vom Änfangs- 
punct A entfernt sind, mithin in einem Kreise, mm, liegen, 
für welche also x*-\-y''^r* ist, haben offenbar einerlei z, näm- 
lich z = e-"^MQ; folglich sind alle erwähnten Durchschnitte 
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gleich, und man kann sich den Körper durch Umdrehung der 
asymptotischen Fläche ABK um die Achse der z entstanden 
denken. Denkt man sich die mit den Radien r und r'\'dT 
in der £bene der x^ y beschriehenen Bogen mm^ nn zu ganzen 
Kreisen ergänzt und in denselben Cylinderflächen senkrecht 
auf die Ebene der Xy y errichtet; so erhält man offenbar eine 
unendlich dünne sogenannte CylinderschalC; deren innerer 
Radius =r, deren Dicke =dr und deren Höhe ;?=«-»■*. Es 
ist demnach das Differential des Körpers 

dN = 2rTC.€-'''dr. 

Das Integral muss nun, um den ganzen in solche unend- 
lich dünne Cylinderschalen (Elemente) zerlegt gedachten Kör- 
per ZU' erhalten ; offenbar von r«»0 bis r=oo genommen 
werden, daher, weil allgemein 



/' 



e-rdr=— ^«-'■''+0, 



00 I 

^- I 



Y = 27cje-*^.rdr=7V. 



Mithin ist vermöge Gleichung (2) L^=7r, also L = y7r, 
daher 

-f» 00 



/'-■^'"V ^H^-w- 



— » 



Vierundzwanzigstes Buch. 



Integration dnrch Differentiation nnter dem 

Integralzeichen. 



350. 

ijiine sehr weit greifende Methode^ unzählige^ sowohl be- 
stimmte als unbestimmte Integrale zu finden^ geht aus dem schon 
von Leibnitz aufgestellten Satze hervor; dass es einerlei ist, 
ob man von einem zu integrirenden Differential; f{Xf (i)dxy in 
Bezug auf eine darin vorkommende unabhängige constante 
Grösse (Parameter); a, zuvor die Derivirte nimmt und dann 
integrirt; oder ob man erst integrirt und dann in Bezug auf 
jene Constante die Derivirte nimmt. 

Um zuerst den Sinn dieses Satzes richtig aufzufassen; 
möge ein Erläuterungsbeispiel voraufgehen. Es ist z. B. 



/' 



{Zax^ + a^b)dx=^ax^ + a^bx + C. 



Differentiiren wir die Function unter dem Integralzeichen in 
Bezug auf a und dividiren durch da (indem man x als con- 
stant betrachtet); so ist 

Differentiiren wir dagegen das zuvor gefundene Integral; so ist 

— ^^ -^ ' — ^ =Ä»+3a*&;», 

da 
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also ganz dasselbe wie vorhin; wenn man daselbst die willkür- 
liebe Constante C'=0 setzt; oder auch dem letzteren Resultat 
dieselbe willkürliche Constante C hinzufügt. 

Um nun die allgemeine Richtigkeit dieses Satzes einzusehen^ 
braucCt man in Ifia, (x)das nur a+Ao statt a zu setzen^ so 

ist; wenn man die Aenderung des Integrals mit Aalßj^y cc)dx 
bezeichnet; 

A«//(^; OL)dx=l[f(x, a+Aa)~f{a, a)]€Le, 

und; wenn man jetzt f{x, a+ Aaj entwickelt (§161); 

Aalfixy a)dx = /[/(^, a) -f/i(«; a) Act + . . . — /(a?; a)\dxy 

Aa /Qe, d)dx = / |y;(«, a) Act +/« {x^ a) -j^- + . . . Ida?, 

Geht man jetzt auf die Grenze über, so ist für Aa = 

d^iff i ^y a) dx) _ rd,(J{x,a)dx) 

da J da ' ' 



351. 

Dasselbe Verfahren kann man offenbar; wenn die Con- 
stante a nicht verschwindet; beliebig oft wiederholen und dann 
aus einem gefundenen Integral so viele neue ableiten; als man 
nur will; und welche man auf directe Weise schwerlich ge- 
funden haben würde. 

Da nun die durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
gefundenen allgemeinen Integrale (indem man jedesmal eine 
willkürliche Constante; c, hinzufügt) für jeden Werth von x 
und a, für welche selbstverständlich /(x, a) stetig ist, gültig 
sind; so ist auch 
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«1 



«0 



da 

«0 



j d,{f{x, a)dx) 

J da 



352. 

Beispiel 1. Wir haben z. B. 



/i>TF.-T-"«'«(-f)+'= « 



und durch Differentiation in Bezug auf a 






— 2adie a; 1 1 x 



Femer hat man aus (1) 



}■ 



da \ 7C 



a^ + x^ a 2 





und; wenn man in Bezug auf a differentürt^ 



r — 2adx 1 7t 

00 

j da ^ 

j{a^ + ay~4ä^' 



Dies letztere bestimmte Integral erhält man also direct aus (1); 
ohne erst das allgemeine Integral (2) entwickeln zu brauchen. 

353. 

Beispiel 2. Durch wiederholtes Differentüren (welches 
wir rechter Hand nur andeuten) erhält man aus 



da 1 *^ r* 

— -2 = -T-.arctg-^ — hC; 
a+a^ ya ^ ya 



r da 
Ja+a^ 
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/^ 



\.2da _ \ ^yaJ p 



1.2.3 nd a n_ d" . (q-^) 1.3.5. . .(2n— l) tt 

(l+a?»)"+i ~2* da- 2~aYa T' 



und^ wenn man jetzt a»! setzt; 



/ 



/ da _ 1.3.5... (2n—l) ^ 
(1+^7HT — 2.4.6 2w*y 



354. 

Beispiel 8. Durch wiederholtes Differentiiren der beiden 
Integrale 

00 



je-'^da] ja^'e-'^da 





in Bezug auf a erhält man (Cauchy T. 11. pag. 76) 









"\. ««j d".(a-i) 1.2.3 n 

da« a-+i 



355. 

Eine andere Methode; bestimmte Integrale zu finden, be- 
steht in der sogenannten Integration unter dem Integralzeichen 
in Bezug auf eine als veränderlich betrachtete Constante (Para- 
meter) und beruht auf dem Satze^ dass bei Bestimmung eines 
Doppelintegrals 
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/ /y(^> y) ^^^y 



' yo «0 

die Ordnung der beiden Integrationen beliebig ist; d. h. wenn 
Xy y von einander unabhängig sind und f{xy y) innerhalb der 
angegebenen Grenzen stetig ist und kein Zeichenwechsel Statt 
findet, so ist es einerlei, ob man erst in Bezug auf y und dann 
in Bezug auf x^ oder umgekehrt erst in Bezug auf x und dann 
in Bezug auf y integrirt. Dieser Satz folgt schon auf an> 
schauliche Weise aus § 257, lässt sich aber auch folgender- 
massen beweisen. £s ist erstlich (§ 350) 

X 



. (/f(^, a)dx) , 
-^ Cd.{¥{x,a)dx) ^^^ 



da 

Xq 

a 



Man setze F{xy a)= jf(xy a),day mithin 



«0 

a 



«0 

^Ä^!M=/(^,«)dr (,)' 

Die in (2) und (3) erhaltenen Ausdrücke in (l) substi- 
tuirt; ist 

X a 



^- / JÄ^} a)dadx ^ 



da 

X a X 



d. I Ifi^) a)dadx= I f(xy a)dxda. 



Xq Uq Xj 

Das Zeichen d bezieht sich auf a. Integrirt man also in Be- 
zug auf a^ so ist; weil die Zeichen / und d sich heben; wie 
behauptet; 

X a a X - 



I Ifi^) a)dadx= 1 //(«•, a)dxda, 

«0 ''O ^0 *J 



348 



356. 

Vorstehender SatZ; über die willkürliche Aufeinanderfolge 
der Integrationen; lässt sich offenbar auf dieselbe Weise auf 
vielfache Integrale ausdehnen. 

Um nun zu zeigen^ wie man durch Anwendung desselben 
bestimmte Integrale finden kann^ zu welchen die entsprechen- 
den allgemeinen Integrale nicht zu finden sind; nehmen wir 
folgendes Beispiel, 

Sei m eine positive Zahl^ so folgt aus 






m 



1 

m 





Multipliciren wir mit dmy so ist 



/ 



1 

af^-^dxdm = — , 

m 




ml m 

dm 



mithin / laf^~^da!dm= 1 

J J ) '"^ 



in 

mo ~0 mo 

Im m 

dm 



(0 



oder / Ix^'-^dxdm = / - 

J J j "» 

Integriren wir also erst in Bezug auf m^ indem wir x als con- 
stant behandeln; so ist (§ 195; 3) 

,m— 1 



/ 






m 

— 1 — ^0—1 



af'^^^dm = 



Ix 

mo 

Wird dies in Bezug auf m gefundene Integral linker Hand 
in (1) substituirt; so ist 

1 



ß 



Lx \mn ' 



349 
1 



J Ca: a \m^/ 





'^m — ^mo ^ ]f^\ 



357. 

Aufgabe. Man suche; was aus dem Integral 



00 



' 





wird; indem man es mit da multiplicirt und dann von a=ao 
bis a integrirt {a, Oq als positiv vorausgesetzt). 

Auflösung. Man hat hier 



/ 



a 



00 



e-^dx = — , 



a a 



Nun ist ie-^da= ^.e-^ + C, 



a 

e-^da = 



/• 



X 



«0 

V..-,-" ..(±\ 



(' , ,. 

J X \aoJ , 





358. 

Von den übrigen verschiedenen Methoden; bestimmte In- 
tegrale zu finden; erwähnen wir schliesslich noch folgende von 
La place und die darin besteht; das gesuchte Integral durch 
Differentiation in Bezug auf eine ConstantC; erst auf ein an* 
der es leichter zu findendes Integral zu bringen; aus welchem 
sich das eigentlich gesuchte ableiten lässt. Man habe z. B. 
das Integral 

00 







350 

zu bestimmen. Setzt man dasselbe ^^u und differentiirt in 
Bezug auf b, so ist (§ 350) 

00 

-^ = — / «-«-** . a sin badx, 
db J 



Durch theUweise Integration hat man nun 
je-a^xi^ gin j^rf^= _ J_ . g-fl2«* . sin ba + Y^ /«-«^a^* cos bacb. 

Der vom Integralzeichen befreite Theil verschwindet flir ^=0 
und für ;c=oo, daher 



00 00 



/ ^-a»«« . a sin bxdx = ^-^ / ^-«*** cos bxda , 



folglich auch, weil das Integral rechter Hand = u gesetzt worden 

und, wie oben gefunden, das Integral linker Hand «= — '^^^^y 

du b , du b,db 

dB 27«"' ^"^ T -2^' 

62 



^ 4a2 

u=c,e , 

4^ 



/' 



^-a2«8 ßQg 5 -p^. == c . « 





Geben wir der willkürlichen Constante den Werth, welchen 
das gesuchte Integral für 63=0 erhält, nämlich 



/ 



e-'^da^^ (§ 349), so hat man 



00 





00^ 62 

e-^'^coB bxda:=^^,e ^. 



Anmerkung. Hehreres über bestimmte Integrale, so wie 
auch die sogenannten Gamma- und Betafunctionen und anderer 
Eule raschen Integrale findet der sich hierfür Interessirende 
in Cauchy's grösserem Werke. 



Fünfundzwanzigstes Buch. 



Euler's SammationsformeL 



359. 

ioo wie die Differentialrechnung angewandt werden kann^ 
auf indirecte Weise Beihen zu summiren, indem man von einem 
bekannten Fall ausgeht, so lässt sich auf ähnliche Weise auch 
die Integralrechnung zur Summation der Keihen benutzen; 
indem man statt auf beiden Seiten die Derivirten zu nehmen 
(§ 37); auf beiden Seiten mit dx, oder auch mit q){x)dx, mul- 
tiplicirt und dann integrirt. 

Man hat z. B. (Analysis § 77) 



x^ . x^ . x^ 



-Ki-*)-=«+y+Y+^ + 



MultiplidTt man bddersdts mit dx und integrirt, so kommt*) 

«••• /m9 ai4 <mO 

,+(,_.),(,_.)=f._+l^+i.+l.+....(.) 



*) Setzt man 1 — x^^^u, also dx=^ — <fu, so hat man 

— / Z(l — x)da=^ j lu.du=:lu.u — u 

— ll{i'-x)dx={i-x)l(i—x) — \ + x + c. 

Weil für o;— -0 die Summe der Reihe »-0 ist, so muss auch das 
Integral für a;— -0 verschwinden, folglich die Constante c*»l sein. 
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Setzt man x=!l, so ist 

Muitiplicirt man die Gleichung (1) beiderseits wieder mit 
da und integrirt, so kommt 

l^*-i^-^-^^(l-*)=l|3 + 2X4 + 3X5 + - • • • 
Setzt man ^=1, so ist 

*=ii:3+2ii+3i5+--^'^^- 

Setzt man ^=i, so ist (weil — i'(i)=*i^2) 

iÖ-TV-i;2XP'^ 211.2^ + 3X5:2^+ .... in inf. 

Wir erwähnen jedoch diese indirecte Methode (deren es 
noch mehrere giebt) nur beiläufige indem wir, in Betreff der 
Summation der Reihen, hier nur ein directes Verfahren, näm- 
lich die nach Euler benannte Summationsformel mittheilen 
wollen, weil sie in vielen Fällen nützlich ist. Eine allgemeine 
Methode, alle Reihen zu summiren, giebt es nicht 
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In der Voraussetzung, dass die Function q){ai) sowohl, 
als auch ihre sämmtlichen Derivirten stetig sind, sei q){a) das 
allgemeine Glied einer Reihe, die entsteht, indem man a=a'o, 
ÄTo + A, ÄÜ + 2A,. . . .a?o + wh setzt. Die Summe dieser Reihe 

wollen wir mit 2(p{ai) bezeichnen, so dass 

Xq 
Xo'\-Hh 

Euler lässt nun die Summe von den Derivirten qp'(^); 
qp"(^) . . und von dem Integrale / q){x)dx abhängen, zu welchem 

Resultat man folgendermassen gelangen kann. 
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Zufolge § 272 (3) ist: 



«0 



A* A^ 

(p{a)d.T = (f^x^) .h+ (pXxo) . - 2 + <!P" M - jj^ + 



A^ A3 

qp(a:)d.r = g)(a?o + A)A + g)'(.ro+A) — + q>"(iCo + A) • yyg +- 






-••(«) 



f* y 2 / 3 



XQ-^-nh 



Addiren wir diese Gleichungen (2) und bemerken; dass 

XoH-* ' «ü+2/* «0+*»*+* «o-fwA+A 



«0 



«ü + Ä 



«o4-»*A 



«0 



«o+Ä 



qp'(«o) + qp' (j-o + A) 4- 9>' (a;, + 2A) + . . . . 4- <jp'(d;« + »A) = •2'y' {x) 

etc. etc. 

so ist, indem wir, des bequemern Schreibens halber^ die Gren- 
zen nicht andeuten, jedoch im Sinne behalten, 

wo nun rechter Hand jede Summe von dem beliebigen Aus- 
gangswerth von ^=^0 his zu dem beliebigen Endwerth von 
!ar = a?o + ^A; linker Hand das Integral aber von Xq bis Xq + wA -|- A 
zu nehmen ist. 

Weil die Gleichung (3) allgemein für jede Function von x 
gültig ist, so kann man linker Hand statt f^x),dx auch 
ffp*(oß),dxy ffp"(jß)-da, .... setzen und hat dann gleicherweise 

L'{x)dx=h.2(p\x) + ^,:Sq>"{^)+ .... 
f(p%x)dx = h ; 2(p'Xa^) + ^ . 2q>'%x) + 
f(p*%x)dx=h . 2<p'''{x) + ^ . 2g>'^{x) + 



/ 



• a • 



l4bBeB, InfinitoBlmal-Becbnung. 0. Anfl. 
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MultipUcirt man die erste dieser Gleichungen mit oA, die 
zweite mit a'A', die dritte mit a**h^j. . . . und addirt sie alle 
zur vorhergehenden Gleichung (3)^ so lassen sich die Coeffi- 
deuten a, a% a**, .^ . . so bestimmen^ dass die Summen ^q)^^), 

2q)"(x) alle eliminirt werden. Damit nämlich bei der 

Addition der Gleichungen 

ixhL'{x)dx=. . . .+ ah'.S<p'(a,}+ ~ . 2q>"(a!) + ™ . 2<p"'{a:) + . . 
&K*U'\x)dx= 



a'A* 



.+«'A».^"(«)+ ^.2q>"'{x)-\- 



die Functionen 2q>'(x), 2<p"(x)f herausfallen, müssen die 

fraglichen Coefßcienten a, a' a", a'" .... so bestimmt werden, 
dass sie folgenden, nach einer in die Augen springenden Re- 
cursionsregel zu bildenden Gleichungen: 



«+172 = ^ 

^1.2^1.2.3^ 1.2.3.4 

cf" a* cc 1 

a*'*-^ — I---— H h— — = . 

^1.2^1.2.3^1.2.3.4^1.2.3.4.5 



>. . . .(4) 



Genüge leisten, was, wie man sieht, möglich ist. Die erwähnte 
Addition giebt dann für die gesuchte Summe die Gleichung 

2(p(ai) = -:rlq{x)dx + a lq>*(x)dai + a*h lq)**(x)dx + • • • (») 
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Eine allgemeine Formel aufzustellen; nach welcher man 
jeden der immer kleiner werdenden Coefficienten a, a\ a" . . . . 
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direct berechnen könnte, würde auf grosse Weitläufigkeiten fuh- 
ren.*) Es genügt aber, nur die zwei^ drei ersten zu bestimmen, 
und diese erhält man leicht aus den Gleichungen (4)^ nämlich : 

Substituiren wir diese Werthe in (5) und beachten zugleich, 
dass offenbar jq)\a) dx = q>{ic) , / (p*\x) dx = (p'{x) , so ist die 

allgemeine Summationsformel 

362* 

Bei der Anwendung vorstehender Summationsformel ist 
jedoch nicht zu vergessen, dass, wenn linker Hand die Summe 
2(p(a) von dem beliebigen Ausgangs werth 9)(^o) his zu q)(xQ+nh) 
genommen werden soll, sämmtliche Integrale rechter Hand, 
nämlich auch die vom Integralzeichen befreiten Integrale qp(^) 

^= l(p*{x)dx\ q)*{as)^=lq)"{x)dxy alle innerhalb der Grenzen 

von XQ,\yi& ä?o + «A + A genommen werden müssen. Will man 
auch noch diesen kleinen Uebelstand beseitigen und die oberen 
Grenzen auf beiden Seiten gleich haben (die unteren sind es ja), 
so kann man dies folgendermassen bewirken. Es ist (§ 234) 

lq>{x)dx=lq>(x)dx + lq)(x)cLB 

oder, das zweite Integral rechter Gand in eine Reihe entwickelt 
(§ 272, (3)), und diese substituirt, 

er h^ h^ 

/ q){x)dx = / (p{x)dx + A . (p{x) +• — q>'{x) + ^^ ,q>\x) + .... 



Xq Xo 



j h{x)<iß====^j^ (p{x)dx+(p(x)+j~^(pXx)+j^ .... 

*) Man sehe hierüber Klügers mathematisches Wörterbuch 4. Theil 
oder Lacroiz T. III. in 4", woselbst aach gezeigt wird, dass alle Coeffi- 
cienten mit geradem Index »> sind, und dass sie alle sehr rasch abnehmen, 
was auch unmittelbar einzusehen ist. 

23* 



366 

wo nun rechter Hand in allen nach dem Integral folgenden 
Gliedern ao + nh statt a gesetzt werden musa. 

Da es ferner einerlei ist, ob man Of^ + nJi-i-h statt a in 
(jp(a)j in g>*(^)9 V'X^)' ' • ^^^^ B^^ dessen jc^ + nh statt x in 
q>(as+h\ in qp'(«4-Ä), g>"(a+h). . . . setzt, so kommt, wenn man 

diese Ausdrücke statt (p(a), y'(«), qp"(^) , in die Summa- 

tionsformel § 361 substituirt und zugleich q)(a:+h\ (p*(a+h) 

entwickelt, für die rechte Seite der Summationsformel 



j (p{a!)(Lc + (p{a:) + j^ ' «''C^) + 1:2:3 • V"^^) 



+ ... 



A Ä* 

h h^ 



oder gehörig reducirt, für die verlangte Bummationsformel 

1 r A A' A^ 

-<rW=-^-/?^W^+i<!PW+ ^2.^'W 

wo jedoch auf der rechten Seite noch eine Constante hinzu- 
gesetzt und dieselbe jedesmal so bestimmt werden muss, dass 
für ^=Ä?o die Summe =*=9)(iJPo) wird, weil, 'wenn man die 
rechte Seite innerhalb der Grenzen <jp(a?o) und qp(a:o + wA) 
nimmt, das Glied (f{x^) von der Summe ausgeschlossen sein 
würde. 

Es ist einleuchtend, dass wenn das allgemeine Glied 
einer zu summirenden Reihe, nämlich q){x) und folglich auch 

das Integral l(p{x)dx eine ganze Function von x ist, die 

Summe ganz genau gefunden wird, weil dann die Derivirten 

(p\x), ip'*{x) zuletzt =0 werden und die Summationsreihe 

abbricht. In allen andern Fällen aber wird die Summations- 
reihe selbst eine unendliche und dann kann, indem man nur 
die ersten bedeutendsten Glieder nimmt, die Summe darnach 
nur näherungsweise gefunden werden, jedoch für die practischen 
Zwecke genügend, für welche sie hier aufgestellt worden. 
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^— — — I 

In der Regel ist h=l und dann ist 



2^{a!) = 4- / 9'(*'p) ößp + l9>0v) 



l"^ 12 720. "^30240"^"' 
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AuQ^abQ. Man suche die Summe der a ersten Cubikzahlen^ 
nämlich l»+2»+3»4-. . . . +^3. ' 

Auflösung. Hier ist x^ das allgemeine Glied der zu sum- 
mirenden Reihe^ A==l, und 



Ä* 



Soll die Summe für ^t=o, Null, oder für x=\, »=«1 sein, 
so ist die Constante c=y|^. 
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Aufgabe. Man suche die Summe der a ersten Stammbrüche: 

i+i+i+i+ +^.. 

Auflösung. Hier ist das allgemeine Glied der Reihe 
y(A')a=s — ^ mithin lq){x)dx=^lxy q)*{a:)= — x-^ etc., folglich 

'^W'"''"^^"'"2ä~12^+T20^~2~52^e + - 

Die Summe der zehn ersten Glieder der zu summirenden Reihe 
lässt sich leicht bis auf acht Decimalen genau, unmittelbar 
linden. Es ist nämlich 

T + i + i+ +i + TS = 2,9289662539. 

Setzt mau in (1) .r=10, iur welchen Werth von x die 
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auf ^ folgenden Glieder auf die siebente Decimale keinen 

Einfluss mehr haben, so hat man zur Bestimmung der Con- 
staute c die Summe von zehn Gliedern; nämlich: 

2,92896825 = « + n0 + ^--^4+j2Ö^, 
hieraus folgt (Analysis § 78): (? = 0,57721566, daher: 



-^(i)-«. 



5,,21666 + b+±-j^j + --L,-+.... 



Setzt man 07= 1000; so hat man bis auf acht Decimalen genau: 

1 -hi+i + i + . . . . + T17W=» 7,48547086. . 

365. 

Aufgabe. Man suche die Summe der reziproken Quadrate 
der natürlichen Zahlen 

1 



Auflösung. Man hat hier 



Femer findet mau tur x=\(i durch unmittelbarQ Kechnung 



| + i + i+. .. . + 1^=1,54976773. . . 

-l^+2-;iV-6T03+3OT 0.09516633 

1,54976773 = — 0,09516633 
0=1,64493406 



-Ki)='. 



Die Summß von tausend Gliedern ist also bis auf acht Deci- 
malen genau = 1;64393406 und die Summe der ganzen Reihe 
(^=ao) ist bis auf acht Decimalen genau =1,64493406. . . 
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Auf dieselbe Weise werden die Summen aller übrigen reci- 
proken Potenzen der natürlichen Zahlen gefunden. Legendre 
hat diese Summen bis zur 35sten Potenz und bis auf 15 Deci- 
malen genau berechnet. (Siehe ElügeTs mathematisches 
Wörterbuch 4. Theil^ woselbst das ausfuhrliche Capitel über 
Summation der Reihen einen Raum von beinahe 300 Seiten 
einnimmt.) 

366. 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird manchmal die 
Summe der Logarithmen mehrerer auf einander folgenden 
natürlichen Zahlen erforderlich: 

v(ic)=Zl + /2 + i3 + . . . . + la. 
Hier ist nun q){.v) = la^, mithin 

/<j()(^)dr = IIa .dx^^^x.lx — .r, 

2-(/.!)=« + (^ + i).Z«:-^+i£-3eJ^+j^,- + ....(.) 

In Ermangelung von zehnziiFerigen Logarithmentafeln; 
mittelst welcher man die Summe der zehn ersten Logarithmen 
bis auf acht Decinialen leicht finden könnte; kann man die 
Constante c auch auf folgende Weise bestimmen. 

Zufolge § 348 ist; wenn man dort den Zähler mit dem 
Factor 2x abbricht; für j?=oo 

yr_ 2.2.4.4.6.6 (2^ — 2)(2a? — 2).2j; 

2 ~ 1.3.3.5.5.7...(2^— 3)(2^— l)(2;r— 1)' 



I ^ j 



2 
— 2 



Z2-f-W + Z6 + .... + Z(2Ä— 2); 
;/l + Z3 + Z5 + . . . . + Z(2.r— 1) 



+ I2x, . . 



] 



Für a?=oo fallen in (1) alle auf — x folgende Glieder " 
weg und man hat also für j;= oo 

Z1+Z2 + Z3 + . . . , + lx = c + {x+\)lx — x (3) 

Setzt man hierin 2x statt Xj so ist ebenso: 
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1\ + 12 + IZ + + Ö^«=c+ (2^+1)0^—2«.... (4) 

Addirt man Knker Hand in (3) zu jedem Gliede 12, mit- 
hin rechter Hand at2^ so ist 

Z2 + Z4-|-te4- 4-i24?=*«+(.r+ i-)te+artö— a-. . .(5) 

Subtrahirt man beiderseits I2x = lx'\'l2y so ist 

Z2 + i4 4. Z6 + . . . . + l{2a;—2) =c + (^— 1 )tB-f {a;—\)l2—x, 
2 [i2+/4+Z6+. .+/(2^— 2)] + I2x=2c f 2arte + (2^—1 ^2 — 2a? . . (e ) 

Subtrahirt man (5) von (4) und beachtet, dasa 
(2a? + i)Z2a? = (2a? + |) {Ix + ß), so ist 

/I+/3 + /5 + + I(2a—\) = ala+{,v + \)l2—a: 

2[/14-Z3 + /5 + .... + (2a:— l)] = 2a?tt?+(2«+l)/2— 2a?. (i) 

Substituirt man die in (6) und (7) gefundenen Ausdrücke^ 
welche beide für a?=oo gelten/ in (2), so hat man zur Be- 
stimmung der Constante c 

I7c — I2 = 2c — 212, 

2c=:l2 + l7r = l27t, 

c=il27t 

Substituirt man diesen für c gefundenen Werth in (l), so ist 



P!erer*8che Hofbncbdrnckere!. Stephan Geibel & Ca. in AlUnbnrg. 



